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Wie  die  unendliche  Reihe  sich  fügt  zur  endlichen  Summe 
Und  der  Grenze  sich  beugt,  ■vras  dir  grenzenlos  scheint, 

So  im  bescheidenen  Körper  verbirgt  der  unendlichen  Gottheit 
Spur  sich,  und  grenzenlos  wird,  was  doch  so  eng  ist  begrenzt. 

Welche  Wonne,  zu  schau'n  im  Unermessneu  das  Kleine 
Und  im  Kleinen  zu  schauu  ihn,  den  unendlichen  Gott!*, 

(Jakob  Bernoulli.) 


^)  Diese  Verse   finden  sich  in   lateinischer  Sprache  am  Anfang  der 
folgenden  Abhandlnugcu. 
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Arithmetische  Sätze 
über  unendliche  Reihen  und  deren  endliche  Summe. 


Von 

Jakol)  Bernoulli. 


Erster  Teil. 

(Basel,  1689.) 

Vorwort. 

Als  ich  imläugst  dazu  kam,  über  iinendlicbe  Keihen  uach- 
zudeiikeu ,  war  nächst  der  schon  von  andern  behandelten 
geometrischen  Progression  die  erste,  deren  Summe  sich  mir 
darbot,  eine  Reihe  von  Brüchen,  deren  Nenner  in  geometrischer, 
und  deren  Zähler  in  arithmetischer  Progression  wachsen.  Ich 
teilte  dies  meinem  Bruder  mit,  der  nicht  nur  bald  dasselbe 
noch  einmal  fand,  sondern  auch  die  Summe  einer  neuen  Reihe 
von  Brüchen  herausbekam,  deren  Jsenner  die  sogenannten 
Trigonalzahlen  waren,  multipliziert  mit  dem  Faktor  2.  Als 
er  mir  ^Nachricht  gegeben  hatte,  entdeckte  ich  sie  selbst  am 
Tage  darauf  und  legte  ihm  nun  wieder  einiges  andere  vor, 
was  ich  inzwischen  bei  dieser  Gelegenheit  gefunden  hatte, 
wie  ja  ein  Keil  den  andern  treibt.  Bei  diesen  Erfindungen 
haben  wir  uns  gegenseitig  im  Wetteifer  so  gefördert,  daß  wir 
innerhalb  weniger  Tage  uicht  nur  die  Summen  der  Reihen 
angeben  konnten,  die  der  berühmte  Leihnix  in  den  Leipziger 
Acta  eruditorum  (1682,  Februar  und  1683,  Oktober  be- 
spricht i),  und  die  wir  kurz  zuvor  angestaunt  hatten,  sondern 
auch  noch  vieles  andere  auf  gemeinsamer  Grundlage  fanden, 
was  keineswegs   zu  verachten  war.      Das   eine    davon    besteht 
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in  der  Auflösimg  einer  Reihe  in  andere  unendliche  Reihen, 
das  andere  im  Abziehen  einer  Reihe,  die  um  eins  oder  das 
andere  Glied  verstümmelt  ist,  von  der  ganzen  Reihe.  Hiervon 
soll  das  Hauptsächlichste  hier  erörtert  werden.  (Ich  habe 
nämlich  bei  denen,  die  ich  bis  jetzt  las,  nichts  davon  ver- 
öffentlicht gesehen.)  Vorausschicken  werde  ich  einige  Sätze, 
die  auch  hier  und  da  Ijei  audern  verbreitet  sind,  damit  man 
sie  nicht  anderswo  herzuholen  braucht. 

Wie  notwendig  übrigens  und  zugleich  nützlich  diese  Be- 
trachtung der  Reihen  ist,  das  kann  dem  nicht  unbekannt  sein, 
der  es  erkannt  hat,  daß  eine  solche  Reihe  bei  ganz  schwierigen 
Problemen,  an  deren  Lösung  man  verzweifeln  muß,  gewisser- 
maßen ein  Rettungsanker  ist,  zu  dem  man  als  zu  dem  letzten 
Mittel  seine  Zutiucht  uehmen  darf,  wenn  alle  andern  Kräfte 
des  menschlichen  Geistes  Schiffbruch  gelitten  haben. 


Axiome  oder  Postulate. 
I. 

Jede  Größe  ist  in  Teile  zerlegbar,  die  kleiner 
sind  als  sie  selbst. 

IL 

Zu  jeder  endlichen  Größe  läßt  sich  eine  größere 
wählen. 

UL 

Wird  eine  beliebige  Größe,  in  der  man  einen 
Teil  beseitigt  hat,  von  der  ganzen  Größe  abgezogen, 
so  bleibt  jener  Teil  übrig.2; 

Sätze. 
1. 

Was  kleiner  ist  als  jede  gegebene  Größe,  das  ist 
keine  Größe  mehr,  d.  h.  nichts. 

AVäre  es  nämlich  eine  Größe,  so  ließe  es  sich  nach  Axiom  1 
in  Teile  zerlegen,  die  kleiner  sind.  Es  wäre  also  nicht  kleiner 
als  jede  gegebene  Größe,  gegen  die  Voraussetzung. 
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II. 

Was  größer  ist  als  jede  gegebene  Größe,  das  ist 
uuoudlich. 

Wäre  es  nämlicli  endlich,  so  könnte  man  nach  Axiom  2 
eine  Größe  wählen,  die  noch  größer  ist.  Ea  wäre  also  nicht 
größer  als  jede  gegebene  Größe,  gegen  die  Voraussetzung. 

III. 

Jede  geometrische  Progression  läßt  sich  unl)e- 
grenzt  fortsetzen. 

Das  kann  in  der  Tat  immer  geschehen.  Wie  das  erste 
Glied  sich  zum  zweiten  verhält,  so  das  zweite  zum  nächsten, 
dieses  nächste  zu  einem  andern  usw.  ins  Fnendliche.  Von 
diesen  Gliedern  kann  keins  gleich  Null  oder  gleich  Unendlich 
sein,  weil  sonst  das  vorhergehende  nicht  das  Verhältnis  zu 
ihm  haben  könnte,  das  das  erste  zum  zweiten  hat,  gegen  die 
Definition  der  Progression. 

IV. 

A,  B,  C,  D,  E  sei  eine  geometrische  Progression 
und  A,  B,  F,  G,  H  eine  arithmetische  mit  ebensoviel 
Gliedern,  die  mit  denselben  Gliedern  ^-1  und  B  an- 
fängt. Dann  sind  die  übrigen  Glieder  der  geome- 
trischen Progression  größer  als  die  entsprechenden 
der  arithmetischen,  also  das  dritte  größer  als  das 
dritte,  das  vierte  als  das  vierte,  das  letzte  als  das 
letzte  und  ebenso  bei  allen. 

Da  nämlich 

A:B  =  B:C  =  -C:D  =  D:E, 

so  wird  nach  Euklid'^)  (Buch  5,  Satz  25) 

A+  C:>2B  =  A-\-F 
(nach  der  Natur  der  arithmetischen  Progression) 
sein,  mithin 

Ebenso  wird  sein 

.4-}-D>j5-f-C>5-}-F=.l+Ö, 
mithin 

D>G, 
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ferner 

A-i-E:>B-^D'^B+  G  =  A  +  JI, 

mithin 

75:>//. 

Das  war  aber  zu  beweisen. 


In  einer  wachsenden  geometrischen  Progression 
.4,  £,  C,  D,  E  kann  mau  schließlich  zu  einem  Gliede  JE7 
gelangen,  das  größer  ist  als  ein  beliebig  gegebenes  ZA 

Es  beginue  mit  denselben  (iliedern  die  arithmetische  Pro- 
gression A,  B,  F,  G,  H,  die  so  weit  fortgesetzt  sei,  bis  das 
letzte  Glied  H  das  Z  übertrifft.  Daß  dies  möglich  ist,  liegt 
auf  der  Hand.)  Darauf  setze  mau  die  geometrische  Pro- 
gression bis  auf  ebensoviele  Glieder  fort.  Nach  dem  vorigen 
Satze  wird  dann  das  letzte  Glied  E  größer  als  H,  also  größer 
als  Z  sein,  was  zu  beweisen  war. 

Folgerung.  In  einer  wachsenden  geometrischen  Pro- 
gression mit  unendlich  vielen  Gliedern  ist  hiernach  das  letzte 
Glied  oo  '^nach  Satz  2].     co  ist  das  Symbol  des  Unendlichen. ^j 

VI. 

Bei  einer  abnehmenden  geometrischen  Progression 
A,  5,  C\  Dj  E  gelangt  man  schließlich  zu  einem 
Gliede  E.  das  kleiner  ist  als  ein  beliebig  gegebenes  Z. 

Man  bilde  eine  geometrische  Progression  Z,  Y.  A',  F,  T, 
die  im  Verhältnis  B :  A  aufsteigt,  bis  ihr  letztes  Glied  T  das  A 
übertrifft.  (Daß  dies  möglich  ist.  wissen  wir  aus  dem  vorigen 
Satze.)  Nun  setze  man  die  andere  abnehmend  bis  auf  eben- 
soviele Glieder  A,  B,  C,  D,  E  fort.  Dann  wird  ihr  letztes 
Glied  E  kleiner  sein  als  das  gegebene  Z.  Da  nämlich  die 
Progressionen 

J,  7?,  (\  D,  E  und    r,   ]'.  A'.    T,   Z 

nach  demselben  Verhältnis  A  :  B  fortschreiten  und  die  gleiche 
Gliederzahl  haben,   so  wird  auch 

A\E=  T:  Z 

sein.       Es    ist    aber    nach    Konstruktion    ,1  <^  7',     also    auch 
E<^Z,  was  zu  beweisen  war. 
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Folgerung:.  In  einer  abnehmenden  geometrischen  Pro- 
gression, die  ins  Unendliche  fortgesetzt  wird,  ist  also  das 
letzte  Glied  0,  nach  Satz  1. 

VII. 

In  jeder  geometrischen  Progression  J,  /?,  C\  JJ,  E 
verhält  sich  das  erste  Glied  zu  dem  zweiten  wie  die 
Summe  aller  mit  Ausnahme  des  letzten  zu  der  Summe 
aller  mit  Ausnahme  des  ersten. 

A:  B  =  [A  +  B  -\-  C  -\-  D)  \  [B  +  C  -{-  D  +  E). 

Da  nämlich 

A:B  =  B:C=C:D  =  D:  E, 

so  wird  nach  Enklid^)  iBuch  5,  Satz  12) 

A:  B  =  [A  +  B  +  C  +  D):  [B  +  C  +  D  -\-  E) 

sein,  was  zu  beweisen  war. 

YIII. 

Von    einer    beliebigen    geometrischen    Progression 
A^  B,  C,  D,  E  die  Summe  S  zu  finden. 
Nach  dem  vorigen  Satze  ist 

A:B={S—E):{S  —  A] 
und  daher 

A  :  [A  ^B)  =  {S  —  E)  :  [A  --  E). 

Daraus  folgt 

S  —  E=A  [A  --  E)  :  [A  ^  B) 
und 

S  =  A[A  ^  E)  :  [A  ^  B)  +  E. 

{'•^  bezeichnet  die  Differenz  der  beiden  Grüßen,  zwischen 
denen  es  steht,  wenn  nicht  erklärt  wird,  bei  welcher  der 
Überschuß  ist.) 

Folgerung.  Wenn  sich  eine  geometrische  Progression 
abnehmend  ins  Unendliche  fortsetzt,  und  daher  nach  Folge- 
rung 6  ihr  letztes  Glied  verschwindet,  so  ist  die  Summe  aller 
Glieder 

.42 :  [A  —  B). 

Daraus  ersieht  man,  wie  auch  unendlich  viele  Glieder  eine 
endliche  Summe  bilden  können. 
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IX. 


Wenn  die  unendliche  Reihe  stetiger  Proportionalen 
Ä,  Bj  Cj  D,  E  usw.  im  Verhältnis  ^1  zu  B  abnimmt,  und 
man  bildet  die  Summe  aller  Glieder,  die  Summe  aller 
mit  Ausnahme  des  ersten,  die  Summe  aller  mit  Aus- 
nahme der  beiden  ersten  usw.,  so  sind  das  auch 
stetige  Proportionalen,  und  zwar  in  demselben  Ver- 
hältnis A  zu  B. 

Da 

Ä'.B  =  B\C=C\D  ==  .  .  . 

ist,  so  wird  sowohl 

^2  .  1^2  =  ^2 :  c'2  =  .  .  . 
sein  als  auch 

A:  B  =  (A  —  B)  \  [B  —  C)  =  [B  —  C):  [C  —  D)  =  .  .  ., 

und  daher,  wenn  man  gleiche  Verhältnisse  durch  gleiche  di- 
vidiert, 

A^  B"^      _      B"^  C"^      _ 

a  —  b'b  —  c~  B  —  C  c  —  d  —  ■  ■  ■ 

Dies  bedeutet  aber  nach  der  vorigen  Folgerung,  daß  sich  die 
Summe  aller  Glieder  zu  allen  auf  das  erste  folgenden  verhält 
wie  diese  zu  allen  auf  das  zweite  folgenden  usw..  was  zu 
beweisen  war.  Und  es  verhält  sich  ferner  nach  Euhlid' 
(Buch  ö,  Satz  19)  die  Summe  aller  zu  allen  auf  das  erste 
folgenden  wie  das  erste  zu  dem  zweiten,  was  zu  beweisen  war. 

X. 

In  einer  unendlichen  Reihe  von  Brüchen 

a:h,   {a-\-c):[h  +  d),   [a +  2c) -.{h +2d\    ..., 

deren  Zähler  und  Nenner  in  arithmetischer  Pro- 
gression wachsen,  ist  das  letzte  Glied  der  Bruch  c  : '/, 
dessen  Zähler  und  Nenner  die  Differenzen  der  Pro- 
gressionen sind.*) 

Um  dies  analytisch  herauszubekommen,  betrachte  man  da? 
gesuchte  Glied  als  bekannt  und  nenne  es  f.  Den  Index  des 
Gliedes  betrachte  mau  als  die  Unbekannte  und  bezeichne  ihn 
mit  n.  Dann  ist  nach  der  Erzeugung  der  Progression  das 
gewünschte  Glied 

t  =  {a-\-  n c  —  (•) :  (/*  +  nd  —  d) 
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und  daher 

n  =  1  -{-[ht  —  a):  [c  —  dt], 

was  mm  gleioh  Unendlich  gesetzt  werden  muß.  Der  Zähler 
des  Bruches  ist  endlich.  (Er  kann  nämlich  nicht  unendlich 
sein,  weil  sonst  t  gleich  oo  sein  müßte,  und  daher  c  —  dt^ 
also  auch  der  Bruch,  eine  negative  Grüße  wäre,  was  keinen 
Sinn  hat.)  Es  ist  demnach  nötig,  daß  der  Neuner  gleich  Null 
wird,  und  daraus  folgt  c  =  dt  und  t  =  e :  d,  was  zu  be- 
weisen war. 

Kürzer  geht  es  so:  xVus  der  Entstehung  der  Reihe  ist 
klar,   daß  das  unendlichste  Glied 

[a  -{-  oo  c):  [h  -\-  oo  d)  =  CO  c  :  oo  d  =:  c:  d 

lautet,   was  zu  beweisen  war. 

Folgerung.  Die  Summe  aller  Glieder,  mag  das  letzte 
größer  oder  kleiner  als  das  erste  sein,  ist  notwendig  un- 
endlich. Denn  unendlich  viele  Glieder,  die  dem  kleinsten 
dieser  beiden  gleich  sind,  geben  eine  unendliche  Summe,  um 
so  mehr  also  die  Glieder  der  Reihe  selbst.'' 

XI. 

Das  Verhältnis  eiues  Bruches  zu  einem  andern 
setzt  sich  zusammen  aus  dem  direkten  Verhältnis  der 
Zähler  und  dem  umgekehrten  der  Nenner. 

Es  ist  nämlich 

A         n  AT)         Rf 


BD         BD     BD 
was  zu  beweisen  war. 

XII. 

Man  habe  eine  Reihe  von  Brüchen,  deren  Zähler 
in  arithmetischer  und  deren  Nenner  in  geometrischer 
Progression  wachsen,  oder  umgekehrt,  wie 

Ä  :  F.    [A  +  C,  :  G,  -[A  -f  2C)  :H.     A -\-  SC  :  / 
oder 

F:A.    G:{A-i-C'.    H:  A-{-2C:,    J:{A-{-SCk 

^"--VS'üJü  dann    der   Index  V  eiues   Gliedes    im  Ver- 
hältnis zu  1  srrößer  ist  als  G  im  Verhältnis  zu  G  —  F. 
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so    wird    jenes    Glied    im    ersten    Falle    größer,    im 
zweiten  Falle  kleiner  sein  als  das  fol^endeJ^ 


Erster 

Fall. 

Da 

so  wird 

N:[N—1]<:G:F 

und 

CX:[CN—  G'X  G:F. 

Also  ist 

{CX  —  0)  G  >  CN  •  F 

und  um  so  mehr  (wegen  ÄG'^ ÄF) 

[A  +  NC  —  C]  G  >(vl  +  NC)  F, 

d.  h.  der  Zähler  des  J\"-ten  Gliedes  mal  G  größer  als  der 
Zähler  des  folgenden  Gliedes  mal  F.  So  verhält  sich  aber 
nach  dem  vorigen  Satze  das  X-te  Glied  zu  dem  folgenden. 
Daher  ist  das  J\'-te  (Jlied  größer  als  das  folgende,  und  das 
gilt  von  jenem  ab  für  alle  folgenden.  Avas  zu  beweisen  war. 
Zweiter  Fall.  Unter  Umkehrnng  des  Umzukehrenden 
wird  der  Satz  in  derselben  Weise  bewiesen. 

XIII. 

Wenn  unendlich  viele  Brüche 

^      ^      ^      ^      ^       J/       0 

~B'    'D'    'F'     H'    ~L'    iV     r   "'''■ 

vorliegen,  deren  Zähler  in  arithmetischer  und  deren 
Nenner  in  geometrischer  Progression  wachsen,  so 
wird  das  letzte  Glied  0  sein.  Wenn  jene  in  geome- 
trischer und  diese  in  arithmetischer  Progression 
wachsen,  so  wird  das  letzte  Glied  cx>  sein. 

Erster  Fall.  Wenn  das  erste  Glied  nicht  größer  als  das 
zweite  ist,  so  läßt  sich  die  Progression  doch  so  weit  fortsetzen, 
daß  das  vorhergehende  (Uied  das  folgende  übertritVt.  Vgl.  den 
vorigen  Satz.)     Es  sei  also 

(T:/f>./:L, 

und  (t,  ,/.  (),  Ji,  .  .  .  seien  unendlich  viele  stetige  Propor- 
tionalen. Da  auch  //,  L.  .V.  /',  .  .  .  stetige  Proportionalen 
sind,  so  gilt  dies  auch  von   deu  Brüchen 
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G       J^      (l      R 

TI  '     L'    'N'     P'  '  '  ' 
Sie  gelieu,  weil 

//  ^   L 

ist,    schließlich    in    Xuil   über,    nach   Folgerung    ().      Da    mm 
nach  4 

(J>M,    i?>0,   ... 

ist,  so  gehen  um  so  mehr 

G       J       M       ü 

in  Null  über,  was  zu  beweisen  war. 

Zweiter  Fall.  Wenn  das  erste  Glied  nicht  kleiner  als 
das  zweite  ist,  so  setze  man  die  Progression  so  weit  fort,  daß 
das  vorhergehende  Glied  kleiner  als  das  folgende  ist.  (Vgl. 
den  vorigen  Satz.)     Es  sei  also 

(?:  if<  J:L, 

und    //.    L,    S.    T,    ...    seien    unendlich    viele    stetige   Pro- 
portionalen. 

Da  G,  J,  M,  0,  .  .  .  stetige  Proportionalen  sind,  so  gilt 
dies  auch  von  den  Brüchen 

G        J       M       0 

H'  X'  "s  '   Y'  ■  ■  * 

Sie  gehen,  weil 

G\H<^J:L 

ist,    schließlich    ins  Unendliche   über,    nach  Folgerung  5.     Da 
nun  nach  4 

Sy>N,    T^P,    .  .  . 

ist,  so  wachsen  um  so  mehr 

ö       ^       i/      J9 

H'    z7 '    .V '    p  '  •  •  • 

ins  Unendliche,  was  zu  beweisen  war. 
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XIV. 

Die  Summe  einer  unendliclien  Reihe  von  Brüchen 
zu  finden,  deren  Kenner  in  beliebiger  geometrischer 
Progression  -wachsen,  -während  die  Zähler  entweder 
nach  den  natürlichen  Zahlen 

1,   2,   3,  4.   .  .  . 
oder  nach  den  Dreieckszahleu 

1,   3,   6,   10,   ... 
oder  nach  den  Pyramidalzahlen 

1,  4.   10,  20.  .  .  . 
oder  nach  den  Quadratzahlen 

1.  4.  9,   16,   ... 
oder  nach  den  Kubikzahlen 

1,  8,   27,   64,   .  .  . 

oder    nach     gleichen    Vielfachen    von     ihnen    fort- 
schreiten.^i| 

1.  Die  Zähler  schreiten  nach  den  natürlichen 
Zahlen  fort. 

Man  findet  die  Summe,  indem  man  die  vorgelegte  Reihe  ^-1 
in  andere  unendliche  Reihen  B.  C.  D,  E.  .  .  .  zerlegt,  die 
einzeln  geometrische  Progressionen  bilden.  Ihre  Summen 
machen  (wenn  man  hier  die  erste  ausnimmt  nach  9  eine  neue 
geomefefische  Progression  F  aus,  deren  Summe  wie  sonst  nach 
Folgerung  8  gefunden  wird.     Mau  verfährt  also  wie  folgt: 

b  ~^     bd     "^     hd^     "^     bd^'    -i-  ■  ■  ■ 

=  B-i-r-{-r)  +  E+-  ■  ■ 

a     .     a  a  a  ad 


B=  -F-+,   ,+,   ,.  +  7^,+  -    •    •  = 


b     '    bd    '   bd"-   '   bd^  '  hd  —  b' 


c  e  c  c 


bd    '   bd^  '  bd-^   '  bd  —  b' 

r  r  r. 

D=    * 


*    '^bd'^'^b'd^'^  '  ■  ■       (Ärf  — /.v 
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E  =    *         *  *    +  7-7;,  +  •  •  ■  =  7; 


hcP    '  ^b(l  —  h)d^' 


Hieraus  ergibt  sich 

F=C-{-D-^E+-  ■  ■  =  cd-.hid—  1)2. 
Addiert  man  dazu  das  erste  (Jüed 

B=  ad\h[d—  1), 
so  ergibt  sich  als  Summe  der  ganzen  Reihe  Ä 

ad  :b{d—  11  -\-ed:b  [d  —  1)2. 

2.  Die  Zähler  schreiten  nach  den  Dreieckszahlen 
fort. 

Mau  muß  die  Reihe  G  in  eine  andere  //  auflösen,  deren 
Zähler  sich  wie  im  vorigen  Falle  verhalten,  und  zwar  in 
folgender  Weise: 


^^   ^     ■    3c        6g        10c 

b  ~^  bd  '^  bd'^~^ bd^^ 


b  ^bd^  bd'^^  bd^^ 


2c        2c^^ 
*  '^bd'^bd^'^bd-i'^ 

3c        3c 
^hd-^^bd^^ 


cd 

bd  —  b' 

2c 

bd  —  b' 

3c 

[bd  —  b)d' 

4c 

^/u/3^  (bd  —  b)d'^' 


Durch  Addition  dieser  letzten  Reihen  ergibt  sich 

H=cd^:b{d—  1)3, 
da  sich  die  Reihe 

cd  2c       .  3c 


bd  —  b       bd  —  b       [bd  —  b]d 
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zu  der  vorhin  betrachteten 

c         2c    .    Sc 


hd'^  hrr-~^  hd'^'^  ' 


=  cd:  h[d  —  1, 


verhält  wie  d-  zu  d  —  1 . 

3.  Die  Zähler  schreiten  nach  den  Pyramidal- 
zahlen fort. 

Die  Reihe  wird  in  eine  andere  aufgelöst,  deren  Zähler 
nach  Dreieckszahlen  fortschreiten,  und  die  sich  zu  der  vorhin 
betrachteten  Reihe  verhält  wie  d  zu  d — 1.  Daraus  findet 
man  ihre  Summe  gleich  cd^:  h  d —  1  ^. 

Wenn  allgemein  die  Zähler  der  vorgelegten  Reihe  wie  die 
figurierten  Zahlen  irgend  eines  Grades  laufen,  so  wird  ihre 
Summe  sich  zu  der  Summe  einer  ähnlichen  Reihe  des  vorher- 
gehenden Grades  verhalten  wie  d  zu  d  —  1.  Danach  ist  es 
sehr  leicht,  die  Summen  aller  übrigen  derartigen  Reihen  zu 
finden. 

4.  Die  Zähler  schreiten  nach  den  Quadratzahlen 
fort. 

Die  Reihe  L  wird  in  eine  andere  M  aufgelöst,  deren 
Zähler  eine  arithmetische  Progression  bilden,  so  daß  sie  zum 
Falle  1  gehört. 

r-  <■  c  (■  <d 

+  ,.  +  rT^  +  r^,+ 


h     '   //r/   '   hd"^   '   hd'^   '  hd  —  L' 

3c        3c        Sc^  _      3c 

*  ~*"^Z"^^~'"/T^~*"  •  ■  •  —  j,d  —  h' 

5c         5c  5c 

*  *  "^irf2  +  5rf3+  •  •  •  —  ,,,^_  jy 

7c    ,  ~t  c 

*  *        *  H-,  j,+  •  •  •  = 


/-rf3    '  i,d—h  (/2 


Die  Summe  M  der  letzten  Reihen  lautet 

cd"--.},  d  —  1  2  4-2crf2:/>  rf_i\3 

=  (Crf3_|_frf2)  ;h[d—  1)3. 
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5.   Die  Zähler  sclneiteu  uach  den  ]\  iil)ikz;ihlen  fort. 

Die  Keilic  wird  in  eine  andere  aufgelöst,  deren  Zähler  die 
mit  0  multiplizierten  und  um  1  vermehrten  Trigonalzahlen  sind. 
Dalier  lindet  mau  ihre  Summe  nach  Nr.  2  gleich 

=  [cdi-^4cd^-{-cd'^}:b{d—  V*. 
Als  Beispiele  mögen  folgende  Reihen  dienen: 
12         3         4         5 
2  ^  4  ^  8  ^  16  ^  32  ^ 
(Die  Zähler  sind  die  natürlichen  Zahlen  , 

1  3         G        10   ,    15 

2  ^  4  ^  8  ^15^32^ 
(Die  Zähler  sind  die  Dreieckszahlen  , 

1  4        10       20       35 

2  ^  4  ^  8  ^If)       32^ 

(Die  Zähler  sind  die  Pyramidalzahlen). 

(Die  Zähler  sind  die  Quadratzahlen  i, 

2  ^  4  ^  8  ^16^  32   ^ 
(Die  Zähler  sind  die  Kubikzahlen'. 

Folgerung.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  bei  allen  der- 
artigen Reihen  die  letzten  (Uieder  in  Null  übergehen  und  ver- 
schwinden müssen  was  wir  schon  in  einem  früheren  Satze  bei 
einer  von  ihnen  zum  Überfluß  gezeigt  haben).  Sonst  könnten 
nämlich  ihre  Summen  nicht  endlich  sein. 


XV. 

Die  Summe  einer  unendlichen  Reihe  Ä  von  Brüchen 
zu  finden,  deren  Zähler  alle  gleich,  und  deren  Nenner 
die  Dreieckszahlen  oder  dieselben  Vielfachen  von 
ihnen  sind. i- 

Wenn  von  einer  Reihe  X  harmonischer  Proportionalen  die- 
selbe  Reihe    ohne    das    erste    Glied    (sie    heiße  P     abgezogen 
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wird,  so  entsteht  eine  neue  Reihe  Q^  deren  Nenner  die  mit  2 
multiplizierten  Dreieckszahlen  sind.  Ihre  Summe  wird  also 
gerade  gleich  dem  ersten  Gliede  N  der  harmonischen  Reihe 
sein,  nach  Axiom  3. 

Das  Verfahren  ist  folgendes: 
Zieht  man  von  der  Reihe 

.v=i  +  ;-  +  f  +  f  +  ^  +  ... 

die  Reihe 

.^         a     .     et     .     a         a         a 

ab,  so  bleibt  die  Reihe 

^         a         a  a  a  a 

2c^6c^l2e^20c^30e^ 

übrig.     Ihr  Doppeltes  ist 

^         a         a         a  a  a 

d.  h.  die  vorgelegte  Reihe  von  Brüchen,  deren  Nenner  die 
Dreieckszahlen  oder  dieselben  Vielfachen  von  ihnen  sind. 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  daß  man  diese  Methode  nicht 
ohne  Vorsicht  anwenden  darf.  Zieht  man  nämlich  von  der 
im  folgenden  mit  *S'  bezeichneten  Reihe  dieselbe  Reihe  ohne 
das  erste  Glied  (sie  heiße  T]  ab,  so  ergibt  sich  dieselbe 
Reihe  Q  wie  vorhin.  Und  doch  folgt  daraus  nicht,  daß  die 
Summe  der  Reihe  (J  gleicli  dem  ersten  Gliede  der  Reihe  .*?, 
d.  h.  gleich  2«  :  c,  ist.  Der  Grund  dieser  Erscheinung  ist 
folgender.  "Wenn  man  von  einer  Reihe  .S  eine  Reihe  T  mit 
ebensovielen  Gliedern  abzieht,  von  der  die  dem  letzten  voran- 
gehenden Glieder  die  einzelnen  Glieder  aufheben,  die  in  der 
andern  Reihe  dem  ersten  Gliede  folgen,  so  muß  oflenbar  der 
Rest,  d.  h.  die  sich  ergebende  Reihe  Q.  gleich  dem  ersten 
Gliede  von  5'  weniger  dem  letzten  Gliede  von  T  werden.  Sie 
kann  daher  nur  dann  genau  gleich  dem  ersten  Gliede  von  .S^ 
sein,  wenn  das  letzte  Glied  von  T  in  Null  üliergeht,  wie  das 
augenscheinlich  bei  der  Reihe  P  oder  .V  der  Fall  ist.  Bei 
der  Reihe  T  oder  .?  verschwindet  aber  das  letzte  Glied  nicht, 
es  ist  vielmehr  nach  10  gleich  a  :  c.  Daher  ist  die  Summe 
der  Reihe  <J  vielmehr 


.V 

a 
c 

a 
c 

2a 

= 

c    ' 
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2(1  :  c  —  a:  c  =  a  :  c, 
wie  ohcn. 

2  a       Sa       4:  a       6  a       ßa 

3a       4«       5a       6a       7a 

2r^  Sr^  4:C^  bc^  &C^ 

^         a         a  a  a  a 

2r'^6c^l2c^20f  ^30c^ 
2  a        a  a 

c  0  c  ' 

XVI. 

Die  Summe  einer  unendlichen  Reihe  harmonischer 
Proportionalen, 

ist  unendlich.  ^ 

Dies  bemerkte  als  erster  mein  Bruder.  ^3 j    Nachdem  nämlich 
wie  oben  die  Summe  der  Reihe 

i  +  i  +  JL+i.  +  A+... 

2  ^  6  ^12^20^30^ 
gefunden  war.  wollte  er  weiter  sehen,  was  aus  der  Reihe 
1,2         3         4         5 
2  ^  6  ^12^20^30^ 

herauskäme,  wenn  man  sie  nach  der  Methode  in  14  auflöste. 
Dabei  fand  er  die  Richtigkeit  des  Satzes  aus   dem    offenbaren 
Widersinn,    der  sich  ergab,    wenn    für   die   harmonische  Reihe 
eine  endliche  Summe  angenommen  wurde. 
Er  bemerkte  nämlich,   daß  die  Reihe 

2^3^4^o^6^7^ 

wenn   man   die   einzelnen  Brüche    in    andere   mit   den  Zählern 
1,   2,   3,  4,   ...  verwandelt,  in 

1,2         3         4         5         6 
2  ^  6  ^12    '    20^30^42^ 

Ostwalds  Klassiker.     171.  9 
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tibergeht.     Nun  setzte  er 

und 


6'  =  Y  +  g— }-  j2  +  .^Q  +  •  •     =1  (nach  dem  Vorigeu 


1.1.1^  _^,_^_1 

20   '    ■  ■  ■  ~  -         2  ~  2 


"=    *+-c+i2+-+-=f--  = 


11  ^11 

F=    *        *        *  +20+-  ■■  =  '^-  11  =  1 


Daraus  folgt 

also  ein  Teil  gleich  dem  Ganzen,  wenn  die  Summe  endlich  wäre. 

Ich  habe  dann,  als  er  es  mir  anzeigte,  dasselbe  in  folgender 

"Weise  gezeigt.    Die  Summe  der  unendlichen  harmonischen  Reihe 

1111 

T"^T  +  T"^  -!+■■■ 

übertriflft  jede    gegebene  Zahl.     Also    ist    sie    unendlich,    nach 
Axiom  2. 

X  sei  eine  gegebene  Zahl,  so  groß  wie  man  will.  Trenne 
vom  Anfang  der  Keihe  einige  iTlieder  ab,  deren  Summe  einer 
Einheit  der  Zahl  A'  gleich  ist  oder  sie  übertrifl't,  und  von  der 
übrig  bleil>enden  Keihe  trenne  wieder  einige  Glieder  ab,  deren 
Summe  eine  andere  Einheit  tibertrift't.  und  wiederhole  dies, 
wenn  möglich,  so  oft,  als  es  Einheiten  in  der  Zahl  A'  gibt. 
Dann  werden  die  so  abgetrennten  Glieder  alle  zusammen  die 
ganze  Zahl  übertreflen.  und  um  so  mehr  wird  die  ganze  Keihe 
sie  ül)ertrefleu.  Wenn  du  bestreitest,  daß  nacli  Abtrennung 
einiger  (Uieder  die  übrigen  die  Einheit  übertrelleu  können, 
so  sei  das  erste  Glied  von  denen,  die  nach  der  letzten  Al)- 
trennung  noch  übrig  geblieben  sind,  1  :  (7  und  die  folgenden 
1  :  (a  +  1^ ,  1  :  (a  +  2  .  1  :  [a  +  3  ,  ...  3Ian  bilde  von  den 
beiden  ersten  Gliedern  1  :  a  und  1  :  a  +  1  ausgehend  eine 
geometrische    Progression.       ])ie    auf    das    zweite    folgenden 
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(Jlieder  in  dioser  Trogression  sind  dann  kleiner  als  die  ent- 
sprechenden (ilieder  in  der  harmonisclien  Progression,  wegen 
der  größeren  Nenner  (vgl.  IV).  Man  setze  die  geometrische 
Progression  fort,  solange  ihre  Glieder  größer  als  1  :  a^  sind. 
(Das  geht  nnr  eine  endliche  Anzahl  von  Schritten  weit,  da  a 
eine  endliche  Zahl  ist.)  Dann  wird  diese  endliclie  geometrische 
lieihe  nach  VIII  größer  als  \A^,  Die  liarmoiiische  lleihe  mit 
ebensovielen  Gliedern  wird  also  die  Einheit  übertrefien,  was 
zu  beweisen  war. 

Folgerung.  Wenn  man  bei  der  vorgelegten  Reihe  mit 
irgend  einem  Gliede  den  Anfang  macht,  so  werden  von  da  ab 
alle  Glieder  bis  zu  dem,  dessen  Stelle  durch  das  Quadrat  der 
Ordnungszahl  jenes  Anfaugsgliedes  bezeichnet  wird,  zusammen 
größer  als  1  sein.  So  übertreften  die  (Uieder  vom  2-ten  l)is 
4-teu  die  Einheit,  dann  die  Glieder  vom  5-ten  bis  zum  25-sten, 
dann  die  vom  26-sten  bis  zum  676-sten  (676  =  26 ^j,  dann 
die  vom  677-sten  bis  zum  458  329-sten  (458  329  =  677  2]  usw. 
Denn  in  der  geometrischen  Progression  übertreffen  die  durch 
diese  Grenzen  markierten  Glieder  die  Einheit.  Also  tun  sie 
es  auch  in  der  harmonischen,  wo  mehr  und  zugleich  größere 
Glieder  markiert  werden.  Größer  sind  diese  Glieder,  wie  wir 
gesehen  haben,  und  mehr  sind  es,  Aveil  die  Nenner  der  Gliedei-, 
da  sie  nach  IV  kleiner  sind  als  in  der  geometrischen  Pro- 
gression, langsamer  jene  Grenzen  erreichen. ^^ 

2.  Es  liegt  auf  der  Hand,  daß  jede  andere  uuendliche 
harmonische  Reihe  ebenfalls  eine  unendliche  Summe  aufweist. 
So  ist  es  z.  B.,  wenn  an  Stelle  von 
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die  Reihe 


1000   '   2000   '   3000   '   4000 


+ 


vorgelegt  wird,  wo  die  einzelnen  Glieder  die  Tausendstel  der 
ihnen  entsprechenden  in  der  andern  Reihe  sind,  also  auch 
alle  ein  Tausendstel  von  allen.  Denn  der  tausendste  Teil  des 
Unendlichen  ist  selbst  unendlich. 

3.  Die  Summe  einer  unendlichen  Reihe,  deren  letztes  Glied 
verschwindet,  ist  manchmal  endlich,  manchmal  unendlich,  i^j 

4.  AVenn  es  erlaubt  ist,  eben  einen  Sprung  in  die  Geometrie 
zu  machen,    so  folgt  auch,    daß  der  Raum  der  zwischen  einer 

2* 
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Hyperbel  und  ihren  Asymptoten  liegt,  unendlich  ist.  Man  denke 
sich  eine  Asymptote  vom  Mittelpunkt  A  aus  in  unendlich  viele 
gleiche  Teile  geteilt.     Die  Teilpunkte  seien  By  C,  D,  E,  ... 

Von  ihnen  ziehe  man  bis 
zur  Kurve  parallel  zn  der 
andern  Asymptote  die 
Geraden  b'm,  C'X  DO, 
EP,  .  .  .  und  vollende  die 
Parallelogramme  A  21,  BX, 
CO,  JJP,  .  .  .  Diese 
■werden  sich  wegen  der 
( ileichheit  der  Grundlinien 
verhalten  wie  die  Höhen 
oder  wie  die  Strecken  B2I, 
CX,  DO,  El',  ....  d.  h. 
.      1      1      11 

''''    1'    2'T'   4 

nach  der  Natur  der  Hy- 
perbel. Da  nun.  wie  wir 
gezeigt  haben,   die  Summe 

unendlich  ist,  so  wird  auch  die  Summe  der  Parallelogramme 
AM,  BX,  CO,  DP,  .  .  .  unendlich  sein  und  um  so  mehr 
der  hyperbolische  Raum,  in  dem  jene  Parallelogramme  liegen. 


xvn. 

Die  Summe  der  Leibnizschen  Reihen  D.  H,  J  und 
anderer  zu  finden,  deren  Nenner  Quadratzahlen 
oder  Dreieckszahlen  sind,  vermindert  um  andere 
Quadratzahlen  oder  Dreieckszahlen. 

Der  berühmte  Leih» ix  erwähnt  bei  Gelegenheit  seiner 
wunderbaren  Quadratur  des  Kreises,  die  er  am  Anfang  der 
»Acta  Lipsiensia><  verüflentlicht  hat,  die  Summen  gewisser  un- 
endlicher Reihen,  deren  Nenner  eine  Reihe  um  1  venninderter 
Quadratzahlen  bilden,  verheimlicht  aber  den  Kunstgrit^*,  durch 
den  er  sie  gefunden  hat.  Hier  ist  in  Kürze  das  ganze  Ge- 
heimnis : 
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Von  der  Keibe 

subtraliiere  man  sie  selbst,  der  beiden  ersten  Glieder  beranbt,  also 

^^=3  +  1  +  6  +  6  +  7  +■■■=-'-   1-1- 
Dann  bleibt  übrig 

,22222  ,^113 

'=3+8+rö  +  24  +  35+-  •  ■=^'-^  =  1+2=2  ' 


und  daher  ist 

1,1,1,1          1  1  .,         3 

o         8        lo       24       oo  2  4 

Von  der  Keibe 


subtrahiere  mau  sie  selbst,  des  ersten  Gliedes  beraubt,  also 

Dann  bleibt  ül)rig 

,,22222 
3        lo       3o       63       99 
lind  daher  ist 

_-T  +  r5  +  35  +  63  +  99+-  '  '^Y^^Y' 
mithin 

8^24^48^80^120^  4       2       4 

was  man  auch  so  zeigen  kann. 
Von  der  Reihe 

2^4^6^8^10^ 
subtrahiere  man  sie  selbst,  des  ersten  Gliedes  beraubt,  also 
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4    '     6     '    8  ^10^12^  -^ 


2 


Dann  bleibt  übrig: 


2         2         2         2  2  1 

■^^  ^  T  "^  24  "^  4  8  "^  80  "^  120  "^  '  '  =^~  ^^=  Y' 
iiud  daher  ist 

j=-L  +  A  +  £_^^+  V+...  =  iv=l 

8^24^48*80^120^  2  4' 

wie  vorhin. 

Es  ist  aber  sehr  bemerkenswert,  daß  man  als  Summe  der 
Eeihe 

~  T  "*"  T  "^  15  "^  24  "^  35  "^  48  "^  63  "^  ■ 

(deren  Nenner  die  um  1   verminderten  Quadratzahlen  4.  9,  16, 

3 
25,  36,  49,  64,  ...   sind)  —  findet,  und  ebensosehr,  daß  beim 

Überspringen  jedes  zweiten  Gliedes  die  Summe  der  Reihe 

o        lo       00       63 
gleich  --  ist.     Wenn  man  jedoch  in  dieser  Reihe  wieder  jedes 
zweite  Glied  überspringt,  so  daß  die  Reihe 

1  +  A  +  1+... 

übrig  bleibt,  so  ist  die  Summe  dieser  unendlichen  Reihe  die 
wahre  Größe  eines  Kreises,  die  sich  durch  keine  Zahl  aus- 
drücken läßt,  wobei  das  Quadrat  des  Durchmessers  gleich  -- 

genommen  ist. 

Übrigens  können  wir  allgemein  die  Summe  jeder  Reihe- 
finden, deren  Zähler  alle  gleich  sind,  und  deren  Nenner  eine 
Reihe  von  Quadratzahlen  bilden,  vermindert  um  ein  gemein- 
sames Quadrat  Q,  oder  auch  eine  Reihe  von  Dreieckszahlen, 
vermindert  nm  eine  gemeinsame  Dreieckszahl  T.  Wir  brauchen 
nur  zu  bemerken,  daß  eine  solche  Reihe  entsteht,  wenn  man 
von  der  harmonischen  Reihe  sie  selbst  abzieht,    nachdem  mau 
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ihr  so  viele  Anfangsglieder  genommen  hat,  als  die  doppelte 
(^•uadratwurzel  des  gemeinsamen  Quadrats  Q  angibt,  bzw.  die 
um   1   vermehrte  doppelte  Dreieckswurzel    der  Dreieckszahl  T. 

Um  z.  B.   die  Summe  der  Reihe 

^  =  \^T^  +  Ti  +  To  +  k+-- 

ZU  finden ,  deren  Nenner  die  um  das  gemeinsame  Quadrat 
(J  =  9  verminderten  Quadratzahleu  16,  25,  36,  49,  64,  81,  .  .  . 
sind,  subtrahiere  mau  von  der  Reihe 

1^2^3^4^5^6^ 

sie  selbst,  ihrer  6  ersten  Glieder  beraubt  (6  ist  die  doppelte 
(Quadratwurzel  von  9],  also 


"  =  \+\+\+ro+k+r2+-- 

dann  bleibt  übrig 

,666666 

^'~T"^]L6"^27~^4Ö~^55^72~^'  '  '  ~  ^    ' 

-B 

1^2^3^4^5^6            20" 

Daher  ist 

^  =  T+16  +  27  +  ro  +  55  +  72+"  "  "  =  T^= 

_  49 
120 

Um  dagegen  die  Summe  der  Reihe 

4  "^  9  "^15"'"22~^30~^39~^ 

zu  finden,  deren  Nenner  die  um  die  gemeinsame  Dreiecks- 
zahl T=6  verminderten  Dreieckszablen  10,  15,  21,  28,  36, 
45.   .  .  .   sind,   subtrahiere  man  vou  der  Reihe 

1^2^3^4^5^6^7^ 

sie  selbst,  ihrer  7  ersten  Glieder  beraubt  (7  ist  die  um  1  ver- 
mehrte doppelte  Dreieckswurzel  von  6),  also 
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Dann  bleibt  übrig 

(?  =  ---i-~  +  -  +  -  +  -l  +  ~  +  -+.  .  .=  1-1' 
8     '    18  ^  30  ^  44  ^  60  ^  78  ^  98  ^ 

1~^2~^3~^4~^5"^6~^7        140* 
Daher  ist 

4^9    '15^22^30^39^^49^  7  490' 

Man  kann  also  mittels  dieses  Theorems  die  Summe  der 
Reihen  finden,  wenn  die  Nenner  Dreieckszahlen  sind,  ver- 
mindert um  eine  andere  Dreieckszahl,  oder  Quadratzahlen, 
vermindert  um  eine  andere  Quadratzahl,  und  nach  XV  auch 
dann,    wenn    sie    reine  Dreieckszahlen  sind  wie  bei  der  Reihe 

_l  +  A  +  _i_  +  ±  +  _L+... 

1^3^6^10^15^ 

Bemerkenswert  ist  es  aber,  daß  die  Auffindung  der  Summe, 
wenn  die  Nenner  reine  Quadratzahlen  sind,  wie  bei  der  Reihe 

11111 

T~'~T"^'9""^16~'~25~'~'  ■  ■' 

schwieriger  ist,  als  man  erwarten  sollte.  l>aß  die  Summe 
endlich  ist,  sieht  man  an  der  andern,  die  ofl'enbar  grüßer  ist. 
"Wenn  jemand  es  findet  und  uns  mitteilt,  was  bisher  unserer 
Bemühung  gespottet  hat,  so  werden  wir  ihm  selir  dankbar  sein.^' 
Auf  eins  sei  hier  Avenigstens  noch  hingewiesen.  Der 
Raum,  den  die  kubische  Hyperboloide,  deren  Natur  durch  die 
Gleichung 

x-y  =  a^h 

ausgedrückt  wird  die  Quadrate  der  Abszissen  in  bezug  auf 
die  Asymptoten  umgekehrt  proportional  zu  den  Ordinaton  .  zu- 
sammen mit  ihren  A.-^ymptoten  oinscliließt,  ist  cndlidi.  Man 
kann  dies  aus  der  Endlichkeit  der  Sumuio  jener  Reihe  auf  die- 
selbe Art  beweisen,  wie  die  Unendlichkeit  dos  entsprechenden 
Raumes  bei  der  Hyperbel  selbst  aus  der  Unendlichkeit  der 
Summe  der  harmonischen  Reihe  bewiesen  wurde.  >* 
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Zweiter  Teil. 

(Basel.  1692.) 

Vorwort. 

Das,  was  wir  vor  mehr  als  drei  Jahren  ü])er  die  uueud- 
lichen  Reihen  erforscht  haben,  reicht  noch  aus,  um  ein  paar 
Seiten  zu  füllen.  Deshalb  hielten  wir  es  für  gut,  der  ersten 
Disputation  über  diesen  Gegenstand  diese  zweite  anzufügen. 
Ich  lasse  sie  unvermittelt  beginnen  unter  Foi'tfülirung  der 
Kümmern  der  Sätze,  damit  mau  sie  bequem  zitieren  kann. 

XYIII. 

Die  Summe  zu  finden  der  reziproken  unendlichen 
Reihe  der  Dreieekszahlen,  der  Pyramidalzahlen,  der 
Trianguli-Pyramidalzahlen,  der  P3^ramidi-Pyramidal- 
zahlen  und  der  figurierten  Zahlen  irgendwelcher 
höhereu  Ordnung  ins  Unendliche^"  ,  auiJerdem  die 
Summe  dieser  unendlich  vielen  Summen. 

1.  Wenn  man  von  der  Reihe  der  harmonisch  fortschreiten- 
den Brüche,  d.  h.  von  der  reziproken  Reihe  A  der  natürlichen 
Zahlen  diese  Reihe  selbst  abzieht,  aber  ihres  ersten  Gliedes 
beraubt,  so  entsteht  eine  Reihe  von  Brüchen,  deren  Zähler 
gleich  1,  und  deren  Nenner  die  doppelten  Dreieckszahlen  sind. 
Das  geht  aus  dem  Beweis  XV  hervor.  Wenn  man  ebenso  von 
der  reziproken  Reihe  B  der  Dreieckszahlen  sie  selbst,  ihres 
ersten  Gliedes  beraubt,  abzieht,  so  entsteht  eine  Reihe  von 
Brüchen,  deren  Zähler  nach  den  natürlichen  Zahlen  2,  3,  4. 
5,  .  .  .  fortschreiten,  die  sich  aber  auf  Brüche  reduzieren, 
deren  Zähler  alle  gleich  2,  und  deren  Nenner  die  dreifachen 
Pyramidalzahlen  sind.     Die  Reihe    selbst    verhält    sich  also  zu 

2 
der   reziproken   Reihe   C  der    Pyramidalzahleu    wie   -^  zu  1. 

6 

Zieht  mau  nun  von  dieser  reziproken  Reihe  der  Pyramidal- 
zahlen sie  selbst  ab,  nachdem  man  sie  des  ersten  Gliedes 
beraubt  hat,  so  bleibt  eine  Reihe  von  Brüchen  übrig,  deren 
Zähler  nach  den  Dreieckszahlen  3,  6.  10.  15.  ...  fortschreiten, 
die  sich  aber  auf  andere  reduzieren  lassen,  deren  Zähler  alle 
gleich  3,  und  deren  Nenner  die  vierfachen  Trianguli-Pvramidal- 
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zahlen  sind.     Daher  verhält  sich  die  Reihe  selbst  zu  der  rezi- 

3 
proken  Reihe  D  der  Trianguli-Pyramidalzahlen   wie  --  zu  1. 

So  geht  es  weiter  ins  Unendliche.  Da  nun  nach  Axiom  3 
diese  einzelnen  Reihen,  die  sicli  durch  die  Subtraktion  ergeben, 
und  deren  Zähler  gleiche  Vielfache  der  Einheit,  deren  Nenner 
gleiche  Vielfache  von  figurierten  Zahlen  sind,  den  "Wert  1 
haben,  so  werden  die  reziproken  Reihen  der  figurierten  Zahlen 
der  Reihe  nach  folgende  Summen  geben: 

A .  (Natürliche  Zahlen)    --  +  -^  +  ~  +  —  H =  -^-  =  1^ , 

B.  (Dreieckszahlen)        Y'^Y'^~W^TÖ'^'''^T'^^T' 

C.  (Pyramidalzahlen)      Y"^T"^  1Ö~^20~^ ^  2  ^  "^  2  ' 

D.(Triang.-Pyramidalz.  y  +  y  +  — +  — H =-  =  1-^, 

,1111  5  1 

E.  (Pyram.-Pyramidalz.)  Y  +  -6-  +  ^  +  5eH =  4  =1^> 


Diese  Summen  lauten  von  der  zweiten  B  ab  senommen  so 
Die  Summe  dieser  Summen  ist  also 

4+4+4+4+- ■■ 

d.  h.  unendlich.  Nimmt  man  den  einzelnen  Reihen  ihre  ersten 
(Uieder,  d.  h.  nimmt  man  von  ihnen  die  Einheit  fort,  so  wird 
die  Summe 

1  ^  2  ^  3  ^  4  ^ 
d.  h.  wieder  unendlich,    nacli  XVI.      Nimmt  man  aber  außer- 
dem noch  die  zweiten  Glieder  fort,  also  -„- + -t"  "^  ~^-~  ~i"  '  '  "  > 

d  "i  O 

1  3 

SO  wird  die  Summe  endlich  gleich  1 -}-—-  =  —  ,  nach  Axiom  3. 
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XIX. 

Die  Summe  zu  fiuden  einer  endlichen  Reilie  rezi- 
proker Dreier kszalilen,  rynimidiilzahlen,  Trianguli- 
Tyraraidalzulilen ,  Pyramidi-  Pyramidalzahlen  und 
figurierter  Zahlen  irgend  einer  liöheren  Ordnung  bis 
ins  Unendliche. 

Wir  setzen  die  Gliederzahl  in  jeder  dieser  Reihen  gleich  n. 
Dann  sind,  wie  wir  an  einer  andern  Stelle  beweisen  werden, 
die  letzten  Glieder  in  den  direkten  Reihen  der  natürlichen 
Zahlen,  der  Dreieckszahlen,  der  Pyramidalzahlen  usw.  der  Reihe 
nach  folgende: 

n     n{n-\-l)    n  [n -\- 1)  [n -\-  2)    n  [n  +  !)(??+  2)  [n  +  3) 
i  '       1-2     '  ]T2  •  3  '  1-2-3-4  '■■' 

Die  unmittelbar  auf  diese  folgenden  Glieder  lauten 

ti+ 1      ^M  +  l)(w  +  2)      (»  +  l)(n  +  2)(>t+3) 
T      '  1-2  '  1 • 2 • 3  ' 

[n+l)[n+2][n-^^){,i  +  A) 

1-2-3-4  '••• 

Daher  werden  die  letzten  Glieder  in  den  entsprechenden  rezi- 
proken Reihen  folgende  sein: 

1  1-2  1-2-3  1-2  •34 

"«T'  n\;n+iy  n  [n  +  1)  in -\-  2) '  /^(?^^- 1)  !>  + 2]  (w+ 3j'""'' 
und  die  unmittelbar  auf  sie  folgenden 

1  1-2  1-23 

/i  +  1 '    {n+l)[n  +  2)'    (w  +  l)(w  +  2)(7i  +  3)' 
1    ^^^ 

[n  +  1)  [n  4-  2)  [n  +  3)  [n  +  4) '  "  '  ' 

Wenn    man   nun    nach    der   Methode    des    Satzes    XV    von 

irgend  einer  reziproken  Reihe  diese  selbst  subtrahiert,  nachdem 

man  sie  am  Anfang  eines  Gliedes  beraubt  und  ihr  am  Schluß 

ein  weiteres  Glied  angefügt  hat,  und  dabei  vom  ersten  Gliede 

das  zweite,    vom    zweiten  Gliede  das   dritte,   vom   letzten   das 

auf   das   letzte   folgende    abzieht,    so    entsteht   eine  Reihe    mit 

ebensoviel   Gliedern.     Sie   ist    nach    dem   beim   vorigen    Satze 

12  3 

Gesagten  — -  oder  — ^  oder  — -  usw.    von    der   reziproken   Reihe 
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der  figurierten  Zahlen  nächst  höherer  Ordnung.  Außerdem  ist 
sie  aber  nach  den  Bemerkungen  in  Satz  XV  gleich  dem  ersten 
Gliede  vermindert  um  das  auf  das  letzte  folgende  Glied  der- 
jenigen Reihe,  aus  der  sie  durch  die  Subtraktion  entsteht. 
Daraus  ergibt  sich  leicht  die  Summe  einer  endlichen  Reihe 
von  reziproken  figurierten  Zahlen  beliebiger  Ordnung,  wie  folgt. 

B.   (Dreieckszahlen)    -7-  +  "V"  +  "^  H~ 


1     '     3     '     6     '  7i  n-j- 11 


=  2.i-2 


o 


1  /;  +  1         1         n  - 

1  1  1  1  •  9  •  ^ 

C.   (Pyramidalzahlen)—--] — r  +  T^  + 


1     '     4     '    10    '  '   n  n-{-V  n-{-2) 

313  1-2  3  1-3 


2       1         2      («-fl)(w  +  2)        2        {n-\-l)[n-j-2)' 

11        1  1  •  2  •  B  •  4 

D.  (Trg.-Pyramidalz.)-  +  -  + T>  + 


1    ■  5    '   15  '  '  n{n-{-l){n-\-2)[n-\-3) 

_4    1_4  1-2-3  _4  1-2-4 

~  3  ■  1  ~  3  ■  ln+l)ln  +  2j{)i^3)  ~3~  («+1)(«  +  2)(m+'3j  ' 

li.  Fyram.-Fvramidalz.   ^  +7.  +  i.  H ;^i m tot; — nr 

5    1_5    12-3-4  _5  12-35 

"~  4  '  1      4  '  («-|-l)(«+lj(w-|-3j:7/+-4  "~  4      ;;?-t-l   /;+2'  »4-3  «4-4; ' 


XX. 

Die  Summe  zu  finden  der  unendlichen  Reihe  der 
reziproken  Dreiockszahlen.  Pyramidalzahlen,  Triau- 
g  u  1  i  -  P  y  r  a  m  i  d  a  1  z  a  h  1  e  n  usw.,  nachdem  man  I1  e  1  i  e  b  i  g 
viele  Anfangsglieder  beseitigt  hat;  außerdem  die 
Summe  dieser  unendlich  vielen  Summen. 

1.  Die  Summe  der  ganzen  Reihe  der  reziproken  Dreiecks- 
zahlen, Pyramidalzahlen,  Trianguli-Pyraniidalzahlen  usw.  ist 
nach  XVIII 

A      A      A 

T'  Y'  y  •  •  • 

Trennt  mau  bei  jeder  Reihe  am  Anfang  »  Glieder  ab,  so  ist 
die  Summe  der  abgetrennten  Glieder  nacli  XIX 
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2  _      2_     3_  1-3  4_  1-2-4 

1      /i'+T'   1      {n-\-l)\n-{- 2] '   3 "~(nH-l)(?«  +  2] (w+3) '  * " " 

Zielit  man  diese  also  von    der  Summe    aller    ab,    so    wird    die 
Summe  der  übrigen  Glieder  lauten 

2  1  -3  1-2-4 

n-\-l '    (»4-11  («4- 2) '    [n  -\-  l^n^2)  (n 4-3) '  '  '  " 

2.  Die  Summe  aller  Reihen,  die  um  keins  oder  um  das 
erste  (ilied  verstümmelt  sind,  ist  unendlich.  Verstümmelt  man 
die  Reihen  um  die  beiden  ersten  Glieder,  so  wird  die  Summe 

3 
aller  nach  XVIII   gleich  -— .      Nimmt    man    noch    die    dritten 

Glieder   fort   fdie    die   Reihe  B  der   reziproken  Dreieckszahlen 
bilden,    der    beiden    ersten  Glieder    beraubt,    so    daß    also   die 

2 
Summe  -  -  beträgt),  so  wird  die  Summe  aller  übrigen  Glieder 

ö 

3         2         5  5 


2          3         6        2-3 

sein.     Beseitigt   man  jetzt   auch    die   vierten  Glieder   j^die   die 
Reihe  C    der   reziproken  P^n-amidalzahlen    bilden,    wieder    der 

2 
beiden    ersten    Glieder   beraubt,    so    daß    also    die   Summe  -^ 

o 

beträgt),  so  bleibt  als  Summe  aller  übrigen  Glieder 
5         2         7  7 


6         8        12       3  -4 

Wenn   man   nun    weiter    die    fünften  Glieder  fortschneidet, 
so  geht  als  Summe  der  übrigen 

9 

4^ 

hervor.     Schneidet  man  die  sechsten  fort,  so  ergibt  sich 

11 


5-6' 
schneidet  man  die  siebenten  fort, 

13 

usw. 
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Allgemein  wird,  wenn  man  in  jeder  Reihe  die  n  ersten 
Glieder  fortnimmt,  die  übrig  bleibende  Summe  aller  so  ver- 
stümmelten Reihen 

2n—  1 

[n  —  l)n 
lauten. 

Folgerung.     Die  Reihe 

2        .  1-3  1    ^^ 


«H-1    '   (?i+l)(n+2j       («  +  lj(n  +  2j(M4-3)   ' 

oder 

2        1,3  1-2  4  12-3 

l'n+l^2  ■(n  +  l)(?z  +  2)~'"3  ■(;^  +  l)'n  +  2:'??-f-3)"' 

ist  gleich 

2«— 1 

{n  —  1)  n  ' 

Denn  die  einzelnen  Glieder  dieser  Reihe  drücken  die  einzelnen 
Summen  der  verstümmelten  figurierten  Reihen  aus  (nach  Nr.  1) 
und  daher  alle  Glieder  die  Summe  aller  dieser  Reihen. 


XXI. 

Die  Summe  der  Reihe 

la  2a  3n  4a 

1^  2  "^  1  -2  -3  "*"  1  •  2  ■  3    4  "^  1  •  2  •  3  •  4  ■  5  "^ 

d.  h.   der  Reihe 

a  a 


+ :.— o-^  +  r^-^-T  + 


2    '    1-3    '    1-2-4    '   1-2. 3-5 
zu  finden. 

Diese   Reihe   entsteht,    wenn   man    nach    der   Methode    des 
Satzes  XV  von  der  Reihe 

a    .      a  a        .  a 


1     'l-2'l-2-3'l-2-3-4' 

sie  selbst,  ihres  ersten  Gliedes  beraubt,  abzieht.  Ihre  Summe 
ist  daher  gleich  a.  dem  ersten  Gliede  obiger  Reihe,  nach 
Axiom  3. 
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Folgerung.     Hiernach  ist 

l-2^1-2-3^1-2  3  4^1-2-3-4-5^ 

2  3  4  ,  ,,       1  1 

^  ^1.2-3^1  2  3-4^1-2-3-4-5^  1-2      1-2' 

3  4  —r—     '^     — ^- 

4  ^  1 


1-2-3-4-5   '  1-2-3-4      1-2-3  4, 


also  F+  Ct  +  H+J-\--  ■  ■ 

14  9  .  16 


1-2    '    1-2-3    '    1-2-3-4   '    1-2-3-4-5 

1.1^1.      1      . 


1     'l.2'l-2-3'l-2-3-4 

XXII. 

Die  Summen  der  Reihen  A',  L,  21,  X  zu  finden, 
deren  Zähler  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
während  die  Nenner  die  Quadrate  der  Dreiecks- 
zahlen oder  die  Quadrate  um  1  verminderter  Quadrat- 
zahlen sind. 

-^  —  P  +  3^  +  p  +  YÖ2  "^  i  5  2  "^  212  +  ■  ■  ■  " 

2         3  4  5  6  7 

32^82^152^242^352^482^  ' 

,,12345  6 

32^152^352^632^992^1432     ' 

,.3  5  7  9  11  13 

82^242^482^802^1202^  168  2^ 

Subtrahiert  man  von  der  Keihe 

1,1         1         1         1 

12^22^32^42   '    52^ 

sie  selbst,  ihres  ersten  Gliedes  beraubt,  so  entsteht  eine  Reihe, 
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deren  Glieder  srleich    „    der  entsprechenden  Glieder  der  Reihe  K 
4  ^ 

sind.     Daher  ist  diese  Reihe  nach  Axiom  3  gleich  4  •  — 7.  =  4. 

1  •^ 

Subtrahiert    man    von    derselben    Reihe    sie    selbst,    ihrer 

beiden  ersten  Glieder  beraubt,    so  ergibt  sich  eine  Reihe,    die 

das  Vierfache    der  Reihe  L  ist.     Daher   hat   man   nach    dem- 

selben   Axiom  /.  = -^  (- +  _J  =  ^^  . 

Subtrahiert  man  schließlich  von  der  Reihe 


1 
1^ 


1 
P 


4-^  +  ^  +  ^-0  + 


1 

71 


1 


sie  selbst,  ihres  ersten  Gliedes  beraubt,  so  kommt  eine  andere 
Pieihe  heraus,  die  das  Achtfache  der  Reihe  M  ist.     Daher  hat 

man  nacli  Axiom  3  J/  ^  —  •  —  =  -—- .     Mithin  ist  das  Dop- 

0        1  o 

pelte    der  Reihe  M,    d.  h.    alle  Glieder   mit   ungeradem   Index 

in  L,  gleich  — - ,  also  die  übrigen  Glieder  dieser  Reihe,    d.  h. 

die   Reihe  N  gleich  — -• =  — - . 

16        4        16 


XXIII. 

Die  Summen  der  Reihen  0  und  i?,  ebenso  T'  und  A' 
usw.  zu  finden,  bei  denen  die  Nenner  die  geometri- 
schen Progressionen  1,  4,  16,  64,  ...;  1,  9,  81,  729,  ... 
usw.  bilden,  die  Zähler  aber  die  geometrischen  Pro- 
gressionen 1,  2,  4, .8,  16,  .  .  .;   1,  3,  9,   27,  81 deren 

( J 1  i e d e r  um  die  Einheit  \- e r m e h r t  0 d e r  v e r m i n d e r t  sind. 

Das  Verfahren  ist  folgendes: 


«=!+'    ' 


2  +  4 


s 


:+•••  =  2 


1  ^  4  ^16^64^ 


nach  Folsr.  VIII 


0  = 


1—1.2—1.4—1       8—1 


16 


Oder    ^+-  +  ^4-,^ 


64 


=  o-r 


2 


Arithmetische  Sätze  über  unendliche  Reihen  usw. 


33 


1+1 ■ 2+1       4+1       8+1 
1      "^      4     "^     16  64 


oder 


5         9 
16^64^ 


=  0+P=3- 


111,1,  3 

1  ^  3         9    ^  27  2 

111,1,  9 

1  ^  9  ^81^  729^  8 


nach  Folsr.  VIU 


^^_^       3-1       9-2      27-1 
1      ^      9      ^     81    ^    729 

0         2         8  26 

oder    _  +  _  +  _  +  ^^+... 


1+1    ,    3  +  1    .   9  +  1  ,  27  +  1 


=  S—T  = 


8' 


'  =  S-j-T=2-^ 


^      9     ^     81      '729 

2         4        10         28 
oder   _  +  -^  +  ^  +  ,^+... 

Dasselbe  kann  man  finden,  indem  man  die  vorgelegten  Reihen 
Q,  R,  V  und  A'  nach  der  Methode  des  Satzes  XIV  auflöst. 
Es  handle  sich  z.  B.  um  die  Reihe  Q.     Dann  hat  man 


Y: 

Z  ■■ 

n 


16 
2 


64 


256 
2 


2 

16~'~64"^  256 


4  4 

^64^  256  ^ 
8 
2ob 


(nach  Folg.  Vni), 


=  2r-A=_l 

4         6  ' 

=  2Z--i  =  A 
16       12' 


"^      64~24' 


r+z  +  jT  + j  = 


1,111  2 

3^6^  12  ^24^  3 


(nach  Folg.  YIII). 
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XXIV. 

Bei  einer  unendlichen  Reihe,  deren  Zähler  alle 
gleich,  und  deren  Nenner  entweder  die  natürlichen 
Zahlen  oder  die  Quadrate,  Kuben  oder  eine  andere 
Potenz  von  ihnen  sind,  verhält  sich  die  Summe  aller 
Glieder  mit  ungeradem  Iudex  zu  der  Summe  aller 
Glieder  mit  geradem  Index  wie  dieselbe  Potenz  von 
2,  um  1  vermindert,  zur  Einheit,  d.  h.  im  Falle  der 
natürlichen  Zahlen  wie  1  zu  1,  im  Falle  der  Quadrate  wie  3 
zu  1,  im  Falle  der  Kuben  wie  7  zu  1,  im  Falle  der  Biquadrate 
wie  15  zu  1  usAv. 

Die  Art,  dies  herauszufinden,  ist  folgende: 


Fall    der   natürlichen   Zahlen. 


Die  Reihe 

1         1         1,1 
1  ^  2  ^  3  ^  4 

ist  gleich  .1  +  5  +  C  +  7)  +  • 
reihen  -^j : 


Sie  ist  also  gleich 


1         1 

■T  +  T  +  - 

der  Summe  folgender  Teil- 


1111 

^=l+¥+4-+8+- 

_  2 
'~  1 

^=T+6+Ä  +  25+- 

2 

^""y"'~lÖ"^20"^40~'"' 

2 
5 

^=7+Ä  +  ^  +  5'6  +  - 

_  2 

7 

und  daher  ist 


2         2          2         2 


1111 
1         3         o  < 


nach  Fols:.  VIII 


1111 

die  Hälfte    der   vorgelegten   Reihe      .    +  o  "f"  q   "^    i 

1  I-  • »  "X 
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d.  b.  die  Summe  der  Glieder  mit  ungeradem  Iudex  die  Hälfte 
der  ganzen  Reihe,  mithin  gleich  der  Summe  der  übrigen  Glieder 


l-l 


1  +  --1 


Hieraus  ergibt  sich  wieder  die  Richtigkeit  des  Satzes  XVI. 
Da  nämlich 

->-   -'->-'-   -->' 


2    '       3 


ist,  so  wird 


1111 


6  ' 


1,1         1         1 

-  H 1 h 


sein,  während  doch  beide,  wie  wir  gezeigt  haben,  gleich  sind. 
Dies  läßt  sich  nur  dann  miteinander  vereinigen,  wenn  die 
Summe  beider  lleiheu  unendlich  gesetzt  wird,  d.  h.  so  groß, 
daß  die  zwischen  ihnen  stattfindende  Differenz  die  Beziehung 
der  Gleichheit  nicht  zerstören  kann. 


1^4^  9        16^25^ 


Fall   der    Quadratzahleu. 


(nach  Folg.  VIII) 


^1111  4 

1^4^  16   ^64^  3.1 

9  "^  36   "^  144  "^  576  "^       '      3.9 

1  11  l_i__^ 

~  25  "^  lÖÖ  "^  4ÖÖ  ~^  1600  +  ■  ■  ■  —  3.25 

49^196^784^3136^  3.49 


Es  ist  also: 

4444  1111 

3-1^3-9^3-25^3-49^  1  ^4^9^16^ 


mithin   --  von  der  ersten  Reihe,  d.  h. 
4 
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1,1  1  1 

1         9  ^25^49 
3 
gleich  -     von  der  zweiten.     D.  h.  die  Glieder  mit  nngeradem 

3 

Index  in  der  vorgelegten  Reihe   machen   — -  der  ganzen  Reihe 

1  ** 

aus  und  die  übrigen        .     Daher  verhält  sich  die  Summe  jener 

Glieder  zu  der  Summe  dieser  Avie  3  zu  1. 

Dasselbe  Untersuchungsverfahren    beobachte    man    bei    den 
übrigen  Potenzen. 

Anders  und  allgemein  macht  man  es  so: 
_J^       JL^        1         1         1^         1 

^  —  p;  +  2^  +  3,.  +  4::^  +  5;;,  +  g,-  H       , 


y  = 

1 
1^ 

+  3»< 

-^      -•• 

X 

—  y  = 

1 

1 

1 
'  4111 

1 
-.+  ■■■, 

•^         -im     '     2"'         3'" 


Daraus  folgt: 

2'>'x  —  x  =  2'"!/      und     u  =  x  —  x:2'"      und      x  —  t/  =  x:  2'", 

also: 

y:lx-y)  =  {x-^A:^   =ll-^]:l   =,2"'-l   :1. 
if    \         Ji        \         2'")   2'"        \         2'" I   2'" 

Bemerkung.  Es  ist  hiernach  klar,  daß  die  Summen  von 
zwei  Reihen  (obgleich  sie  unlickaiint  sind)  doch  zueinander  ein 
bekanntes  Verhältnis  haben  können.  Siehe  Satz  XVII,  Schluß. 
Der  Beweis  läßt  sich  aber  auch  auf  Wurzeln  von  Potenzen, 
d.h.  aufgebrochene  Potenzen,  anwenden,  nicht  weniger  als 
auf  ganze.     So  erkennen  wir  z.  B.,  daß  lioi  der  Reihe 

1.1.1.1,        1 


11         18        1  21        1  (U        1  125 
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(wo  die  Neuner  die  Quadratwurzeln  der  Kubikzahlen  sind) 
alle  Glieder  mit  ungeradem  Index  sich  zu  allen  mit  geradem 
Iudex  verhalten  wie  VS  —  1  zu  1.  Wunderbar  ist  es  aber, 
daß   bei  der  Reihe 

11        )2        1-3        Vi       Vb 

deren  Summe  unendlich  ist,  weil  größer  als  v  +~cr  +  "ö"~H  ■" 

1         2         o 

wegen  der  kleineren  Nenner),  die  Glieder  mit  ungeradem  Index 
zu  denen  mit  geradem  Index  ein  Verhältnis  haben,  für  das 
man  nach  der  Regel  den  Wert  12  —  1  zu  1  findet.  Sie  ver- 
balten sich  also  wie  etwas  Kleineres  zu  etwas  Größerem,  wäh- 
rend doch  jene  mit  diesen  der  Reihe  nach  verglichen  offenbar 
größer  sind.  Den  Grund  dieses  scheinbaren  Widerspruches 
hal)eu  wir,  obwohl  er  mich  der  Natur  des  Unendlichen  einem 
endlichen  Intellekt  unbegreiflich  vorkommt,  dennoch  zur  Genüge 
durchschaut.  Dasselbe  läßt  sich  aber  bei  andern  ähnlichen 
Reihen,  die  eine  unendliche  Summe  haben,  einsehen^i). 

XXV. 
Die  Reihe  in  Satz  X 

a        a  -{-  c       a  -}-  2  c       a  -\-  oc 


h-\-  d^  h-\-2d      5  -t-  3(7 


+ 


und  eine  andere,  harmonische  Reihe  mit  ebensovielen 
Gliedern  uud  denselben  Neunern, 


h       h-\-  d  '  h-\-2d      &-j-3rf  ' 

wobei  die  Zeichen  -\-  und  —  abwechselnd  aufeinander 
folgen,  haben  dieselbe  Summe,  wenn  man 

,  he 

setzt. 

Subtrahiert  man  nämlich  die  Glieder  mit  geradem  Index 
von  den  Gliedern  mit  ungeradem  Index,  so  kommt  beidemal 
dieselbe  Reihe  heraus,  nämlich: 

ad  —  bc  ad  —  bc 

bb  ^bd~^  bb-\-  bbd  -\-  6dd  "^ 
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oder 

df        ,  df 


hh-^hd    '    hh  +  bhd  +  ^dd    ' 
Die  Reihe  in  Satz  X  sei  z.  B.: 

T      T  ■*"  T      T  "^  5  "~  "6"  "^         ' 

und  man  setze 

/•=  3-2  =  1, 

so  daß  die  harmonische  Reihe  folgendermaßen  lautet: 

1         2^3         4^5         6^ 
Dann  wird  bei  beiden  die  Summe  gleich 

-  +  -  +  -+••• 
also  gleich  einer  Teilreibe  der  Reibe   Q  in  Satz  XV  sein. 

XXVI. 

Bei  einer  unendlichen  Reihe  K  von  Brüchen  deren 
Nenner  in  geometrischer  Progression  wachsen,  so 
daß  die  folgenden  dieselben  ganzen  Vielfachen  der 
vorhergehenden  sind,  während  hingegen  die  Zähler 
gleiche  Vielfache  der  vorhergehenden  sind,  aber  ver- 
mehrt oder  vermindert  um  eine  gemeinsame  Zahl) 
die  Summe  und  das  letzte  Glied  zu  finden. 

±  bezeichne  entweder  überall  -f-  oder  überall  — ,  und 
es  sei: 

a        ah±d    ^    alß±hd±d   ^    ab^  zt  b^dzt  bd  ±  d 

K  = 1 1 ^ H r 

c  cm  crn^  cm^ 

.   ab^zizb^d±b^d±bdz^d  . 


cm* 

1.  Man  findet  die  Summe  der  Reihe,  indem  mau  sie  nach 
der  Methode  des  Satzes  XIV  in  Reihen  rein  proportionaler 
Brüche  auflöst:  L-\-M+X+0  +  P-^ . 

a        (th        ah^        ab^        ab^  ,  am 

c        cm       cm^       cm^       cm*  (m  —  b'' c    ' 
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_/!/__*  -4-  —  ^ ± ±2 1-  •  •  •  =  dz 

cm       cm"^       cm^       cm^  [m  —  h)G 

cm^      cm^      cm^  [m  —  b)mc' 

^         ^         ^  <       ,      (i      ,     bd     _  ,  d 

^  __  *         *  *     zh dz ^  •  •  •  =  db 

*  *  *     -^    ^^      j         ^-^  ^ 

c  m-^  [m  —  b)  m^  c ' 


P  = 


(nach  Folg.  VIII). 

Die  Summen  der  Reihen  M,  JSf,  0^  P  .  .  .  bilden  eine  neue 
geometrische  Progression,  deren  Summe  nach  Folg.  VIII 

md 

[m  —  1)  [m  —  b)c 

lautet.     Addiert   man    sie   zu   der   Summe    am:{m  —  b)c    der 
Reihe  L  oder  subtrahiert  sie  davon,  so  ergibt  sich 
am"^  —  rt?w  dr  md 


[m  —  l)[in  —  h)c 

Dies  ist  die  Summe  aller  Reihen  L,  jl/,  iV,  .  .  .,  d.  h.  die 
Summe  der  vorgelegten  Reihe  K. 

2.  Man  muß  bemerken,  daß  im  Falle  m  ^  b  die  Summe 
endlich  ist,  und  daß  dann  also  das  letzte  Glied  der  Reihe 
verschwindet  (siehe  Folg.  XIV). 

Wenn  dagegen  m<^b,  so  ist  die  Summe  unendlich,  und 
auch  das  letzte  (TÜed  unendlich.  Dann  sind  nämlich  die  ein- 
zelnen geometrischen  Progressionen  L,  il/,  iV,  .  .  . ,  wachsend. 
(Vgl.   Satz  V.) 

Wenn  aber  m  =  b,  so  ist  zwar  die  Summe  unendlich, 
aber  das  letzte  Glied  ist  endlich.  Setzt  man  nämlich  ni  an 
die  Stelle  von  o,  so  wird 

das  zweite  Glied ,  d.  h.  —  dz  —  , 

cm  c       cm 

A      A  V*    nv  A  ""^^  ±md±:d  ad     ,      d 

das  dritte  Glied ,  d.  h.  —  dz  —  zz  — - , 

cm-  c        cm      Gin^ 

.    ,    ^,.   ,  am^±m-d±77id±  d    ^  ,    a  ,    d     ,     d     .     d 

das  vierte  Glied ,  d.  h.  -  ^z  —  zz  — -  dz  — - , 

C7n^  c      cm      cm-      cm^ 
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und  daher  das  letzte  Glied 

a  _j_  d  d    _j_    d    _^    d     _^ 

e       cm      cm^      cm^      cm* 

in8  Unendliche. 

Daraus  geht  hervor,  daß  das  unendlichste  Glied  sich  auf- 
löst in  a  :  c  plus  oder  minus  einer  unendliclien  geometrischen 
Reihe  mit  dem  Verhältnis  m  :  1.  Die  Summe  dieser  Reihe  ist 
nach  Folg.  YIII  d:  [m —  l)c.  Sie  gibt  zu  a  :  e  addiert  oder 
davon  subtrahiert 

am  —  a  —  d 


{in  —  l)c 

Das  ist  das  unendlichste  Glied.  Der  Zähler  drückt  die  Diffe- 
renz zwischen  den  Zählern  des  ersten  und  des  zweiteu  Gliedes 
aus,  ebenso  der  Nenner  die  Differenz  zwischen  den  ent- 
sprechenden Nennern.  Nun  ist  nach  Satz  X  klar,  daß  das 
letzte  Glied  der  folgenden  Reihe 

a       am  ±  d  2am  —  a~z2d        3am  —  2az^3d 

^^  7 '         cm       '  2cm  —  c~ '  3cm  —  2c        ' 

4awi  —  Sa  zh  4:d 


^cm  —  3  c 


oder 


■a         lO'^dX         /«^       2d      \         / «  _^         ^d       \ 
c  '       \c  ~  cm) '       \c  ~  2  cm  —  c]  '       \c  ~  3  cm  —  2  c/  ' 

/  a  ^        4f/        \ 
\7~4cw  —  3c/'       ''' 
gleich 

am  —  a  dz  d 

[m  —  11  c 

ist.  Hieraus  folgt,  daß  bei  den  beiden  Reihen  7v'  und  Q, 
wenn  die  beiden  ersten  Glieder  übereinstimmen,  auch  die  letzten 
dies  tun,  obwohl  die  Zunahmen  oder  Abnahmen  bei  der  ersteren 
plötzlicher  sind,  da  ja  ihre  Glieder  nur  sprungweise  aus  der 
letzteren  herausgelesen  sind.  Ich  finde  nämlich,  was  be- 
merkenswert ist,  daß  das  dritte  Glied  der  Reihe  Ä'  mit  dem 
(?»-}- 2)-ten  Gliede  der  Reihe  Q  übereinstimmt,  das  vierte 
mit  dem  (»/--f-?//-f-2)-teu,  das  fünfte  mit  dem  ^ni^-]-m--\-  in  -^2i- 
ten,  das  sechste  mit  dem  [ni-^  -{-  nr  -f-  »i^  -\-  »i  -f-  2)-ten  usf. 


2 

7 
1)  ' 

22 
27' 

67 
81' 

202 

^  .    ,    •  •  •  ,    letztes  Glied: 

5 

6  ' 

2 

7 

12 

17 

22      27      32      37      42 

47 

52 

3^  ' 

y 

15' 

21' 

27'    33'    39'    45'    51' 

57' 

63' 

57 
69' 

62 
'    75' 

67 
81' 

5 

•  •  ■  ,    letztes  Glied :   -—  ■ 
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l)a3    kann    m:in    ;in    den    naclistebenden    Keiheu    sehen,  wo   a 

gleich  2,    <■  gleich  3,    h  oder  ui  gleich  3  und  d  gleicli  1   ist. 

(A'j 


Was  über  die  Summe  und  das  letzte  Glied  der  Keihe  K 
gesagt  ist,  gilt,  -vveun  die  Zähler  gleiche  Vielfache  der  vorher- 
gehenden sind,  vermehrt  um  die  gemeinsame  Zahl  d  oder  ver- 
mindert um  dieselbe  Zahl,  wobei  dann  aber  noch  ah'^a-\-d 
sein  muß.  Wenn  nämlich  ah^^a-\-d^  so  werden  die  ein- 
zelnen Zähler  gleich  a.  Die  Summe  der  Reihe  wird  endlich, 
nämlich  gleich  arn:{m  —  l]c,  und  das  letzte  Glied  verschwindet, 
mag  auch  m  <^  b  oder  m  =  b  sein. 


XXVII. 

Wenn  man  die  Quadratwurzel  einer  beliebigen 
Zahl  mit  dieser  Zahl  multipliziert  und  die  Quadrat- 
wurzel dieses  Produktes  noch  einmal  mit  derselben 
Zahl,  die  Quadratwurzel  dieses  Produktes  wieder 
und  so  fort  ins  Unendliche,  dann  wird  die  Quadrat- 
wurzel des  letzten  Produktes  gleich  der  gegebenen 
Zahl  sein.22) 

Es  wird  nämlich,    wenn  man  die  gegebene   Zahl  a  nennt, 

Vl^yJ^VJ^Vi^VJ^  usw.  )))))  =  a 
sein. 

Man  setze  in  der  Tat 

a;  =  y  (^  }/(^  V[a  V{äV{a:  usw.  ))))). 
r>ann  wird 

:c2  =  a  V{ä  yjä  yjä  usw.  )) ) 
und 

X- :  a  =  V{a  V{a  y[a  usw.   ]))  =  x , 
mithin 

x'^  =  ax  und  x  =  a , 

was  zu  beweisen  war. 
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XXVIII. 

Wenn  man  die  Quadratwurzel  einer  beliebigen 
Zahl  zu  dieser  Zahl  addiert,  und  die  Quadratwurzel 
der  Summe  noch  einmal  zu  derselben  Zahl,  die  Qua- 
dratwurzel dieser  Summe  wieder  und  so  fort  ins  Un- 
endliche,   dann   wird    die  Quadratwurzel    der   letzten 

Summe    die    Quadratwurzel     der    um   — -    vermehrten 

1  ^ 

gegebenen  Zahl  um         übertreffen. 23] 

Es  wird  nämlich  sein: 

l/(^-f  y(^  +  Vl^  +  V(^+  usw.  ))])=  i+}(i-^a). 
Man  setze  in  der  Tat 

a;  =  V|^  +  "|/(^ -f- V^  +  usw.  ))). 
Dann  wird 

xS  =  a  +  V  («  -f-  }  (a  -(-  usw.  )) 
und 

a;2  —  a  =  V{^i  -f-  V(«  +  usw.  ))  =  x, 


mithin 
und 


X-  =  x-{-  a 


a;  =  4 -h>(i  +  «)' 


XXIX. 

Es  seien  zwei  beliebige  Zahlen  gegeben.  Man 
multipliziere  die  Quadratwurzel  der  einen  mit  der 
andern,  die  Quadratwurzel  des  Produktes  wieder 
mit  der  ersten,  die  Quadratwurzel  dieses  Produktes 
wieder  mit  der  zweiten  und  so  immer  die  Wurzeln 
der  Produkte  abwechselnd  mit  der  einen  und  der 
andern  der  gegebenen  Zahlen.  Das  setze  man  ins 
Unendliche  fort.  Dann  wird  die  Quadratwurzel  des 
letzten  Produktes  gleich  einer  von  zwei  mittleren 
Proportionalen  zwischen  den  beiden  gegebenen  Zahlen 
sein. 2-*) 

Es  wird  nämlich,  wenn  die  gegebenen  Zahlen  a  und  h 
heißen, 
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vT^vihv'i^y'CbV'iTiyifi  usw. ))))))  =y^ 

Sein. 

Es  sei  in  der  Tat 


J>aun  wird 

und 

ferner 

und 

mithin 

also 


x^:a  =V{by'{^V{b  usw.  )j), 
x^'.a^  =  by^y\b  usw.  )) 
xi  :  aV)  =  y(äl/(6  usw.  ))  =  x, 
x^  =  a-hx  und  x^  =  a^b. 


3 

X  =ya^b  , 


was  zu  beweisen  war. 


XXX. 


Es  seien  zwei  beliebige  Zahlen  gegeben.  Man 
ziehe  die  dritte  Wurzel  aus  dem  Produkt  beider  und 
multipliziere  sie  mit  der  ersten  von  ihnen.  Die 
Quadratwurzel  dieses  Produktes  multipliziere  man 
mit  dem  Produkt  beider,  die  dritte  Wurzel  dieses 
Produktes  wieder  mit  der  ersten  von  ihnen,  und  so 
multipliziere  man  abwechselnd  die  dritten  Wurzeln 
und  die  Quadratwurzeln  mit  der  ersten  Zahl,  bzw. 
dem  Produkt  beider.  Dann  wird  die  Wurzel  des 
letzten  Produktes  gleich  der  ersten  oder  zweiten  von 
vier  mittleren  Proportionalen  zwischen  den  beiden 
gegebenen  Zahlen  sein.-^ 

Es  ist  nämlich 

y{aY{äby{aY(äb  usw.  ))))  =ya^b  , 
und 

3  3  5  

y[aby[ay{äby{a  usw.  )]))  =ya^b^. 
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XXXI. 

Es  seien  zwei  beliebige  Zahlen  gegeben.  Man 
multipliziere  die  Quadratwurzel  der  zweiten  mit  der 
ersten  und  die  Quadratwurzel  des  Produktes  wieder 
mit  der  ersten,  die  Wurzel  dieses  Produktes  aber  mit 
der  zweiten,  und  die  Wurzel  dieses  Produktes  wieder 
mit  der  ersten,  und  so  multipliziere  man  die  Wurzeln 
der  Produkte  abwechselnd  zweimal  mit  der  ersten 
und  einmal  mit  der  zweiten.  Dann  wird  die  Wurzel 
des  letzten  Produktes  gleich  der  ersten,  zweiten 
oder  vierten  von  sechs  mittleren  Proportionalen 
zwischen  den  beiden  gegebenen  Zahlen  sein.26; 

Es  wird  nämlich  sein: 

V{^}^V^V{^V{^V{b  usw. ))))))  =  >/^, 

yjäVJbV{äV{äV^V{äV{äu9w.  )))))))  =-|/^5p, 
V^V{äV{äV(b  V{ä  T/(^  usw.      .     '  =  y'aW^ . 

XXXII. 

Es  seien  zwei  beliebige  Zahlen  j)  und  q  gegeben. 
Wenn  man  irgend  eine  dritte  mit  q  multipliziert  zu 
l?2  addiert  und  von  der  Wurzel  dieser  Summe  j)  sub- 
trahiert, dann  die  mit  q  multiplizierte  Wurzel  des 
Restes  zu  p"^  addiert  uud  von  der  Wurzel  dieser 
Summe  wieder  'p  subtrahiert,  und  so  fort  ins  Unend- 
liche, so  wird  die  Wurzel  des  letzten  Restes,  nämlich 

yf^  +  ViP^  +  q  VH?  +  ViF  +  $  Vl^  +  usw. 

eine  Wurzel  der  kuliischeu  Gleichung 
.y.3  __  —  2p  X  -f-  q 


sein 


27^ 


XXXIII. 

Wenn  mau  alles  so  läßt  wie  soeben  uud  nur  die 
Subtraktion  des  p  in  eine  Addition  verwandelt,  so 
wird  die;  Wurzel  der  letzten  Summe,  nämlich 

y{]>  +  y\p''-\-'l  V|7>  +  Vli^  +  9  1   P+  "sw. 
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eine  \Vu  r  z  e  1  tl  e  i-  ( i  1  e  i  c  li  u  u  g 


sein. 


2S] 


XXXIV 


Es  seieu  zwei  beliebige  Zahlen  ^j  und  q  gegeben. 
Wenn  mau  eine  dritte  mit  q  multipliziert  von  jp2  ab- 
zieht uud  die  Wurzel  des  Restes  zu  7;  addiert  oder 
davon  subtrahiert,  dann  die  mit  q  multiplizierte 
Wurzel  der  Summe  oder  Differenz  von  p"^  abzieht  usw., 
so  werden  die  Wurzeln  der  letzten  Summe  und  Diffe- 
renz,  nämlich 

yjp  dz  Vrpä  _  2  Vi^  =  >''(^2  _  q  y\j}  ±:  usw.  ) ) ) ) ) 

Wurzeln  der  Gleichung 

./•3  =  2j;.r  —  q 


sein 


29\ 


XXXV 


Ebenso    wird,    wenn    drei    Zahlen  j),  q,  r   gegeben 
sind. 


V  —p  + 1    p-  +r^q\{—p  + 1  , iß ^r  +  q V (—p  +  usw.  ]]]]) 
eine  Wurzel  der  biquadratischen  Gleichung 

«■*  =  —  2j}x~  -\-  qx  -{-  r 
sein.30 

Alle  diese  Sätze  werden  auf  dieselbe  Art  bewiesen  wie 
die  Sätze  XXVII,  XXVIII  und  XXIX.  Wozu  also  sollen  wir 
uns  wiederholen! 

Bemerkung.  Es  öffnet  sich  von  hier  aus  ein  Weg  zur 
Auffindung  zweier  mittlerer  Proportionalen  und  allgemein  von 
Wurzeln  körperlicher  und  überkörperlicher  Probleme  ^^  mit 
Hilfe  von  geraden  Linien  uud  Kreisen  allein,  w^onach  die 
hervorragendsten  Geometer  aller  Zeiten  seit  2000  Jahren 
ängstlich,  aber  vergeblich  gesucht  haben.  Ich  habe  dies,  so- 
w^eit  es  geschehen  konnte,  durch  eine  ins  Unendliche  fort- 
zusetzende Konstruktionsreihe  in  den  »Acta  Lipsiensia«  vom 
September  1689  als  erster  dargetan ^2^  während  noch  keiner 
etwas  Derartiges  schriftlich  veröffentlicht,  vielleicht  auch  nicht 
einmal  den  Gedanken  gefaßt  hatte. 
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Und  dies  ist  die  glücklichste  Frucht  unseres  Nachdenkens 
über  die  unendlichen  Reihen,  die  uns  stets  befriedigen  wird. 
Wie  wir  sie  allein  der  Güte  der  unendlichen  Gottheit  ver- 
danken, so  wünschen  wir  auch,  daß  sie  zusammen  mit  unserer 
hier  geleisteten  Arbeit  Avelche  Besohaftenheit  diese  auch  immer 
haben  mag,  auf  die  größere  Ehre  Gottes  gerichtet  und  ihr 
gewidmet  sei.         * 


Dritter  Teil. 

(Basel,  1696.; 

Über  die  Anwendung  der  unendlichen  Reilien  bei 

Quadraturen  von  Fläclienräunien  und  Rektifilca- 

tionen  von  Kurven. 


Vorwort. 

Nachdem  wir  den  ersten  Teil  unserer  Arbeit  erledigt  und 
von  verschiedenen  Reihen,  soweit  es  geschehen  konnte,  die 
Summen  angegeben  haben,  erübrigt  es,  zu  dem  andern  Teil 
unseres  Beginnens  überzugehen  und  die  Art  ihrer  Anwendung 
zur  Ausmessung  geometrischer  Größen  zu  zeigen,  insbesondere 
derjenigen,  die  man  als  transzendent  bezeichnet.  Es  wird 
freilich  bei  den  Reihen,  die  hier  zur  Anwendung  gehiugen, 
selten  passieren,  daß  sie  zu  der  Zahl  derjonigou  gohiiren,  die 
wir  kurz  zuvor  betrachtet,  und  deren  Summe  wir  in  unserer 
Gewalt  haben.  Die  Geometer  haben  nämlich  bemerkt,  daß  es 
sehr  viele  Größen  gibt,  wozu  die  meit^teu  krummen  Linien 
und  die  meisten  von  ihnen  begrenzten  Fläeheuräume  gehören, 
die  sich  durch  keine  Zalden,  seien  sie  rational  oder  surdisch 
und  noch  so  sehr  zusammengesetzt,  ausdrücken  lassen.  1).  li. 
die  Relationen  dieser  Größen  zu  andern  gegebenen  Größen 
lassen  sich  unter  keine  algebraische  (Ueichung  bestimmten 
Grades  zwingen.  Sie  gehen  vielmehr  gewissermaßen  über  alle 
Gleichungsgrade  hinaus.  Daher  glaubte  man  nun.  versuchen 
zu  müssen,  ob  es  nicht  gelänge,  solche  Größen,  die  man 
durch  irgend  eine  Zalil  nicht  ausspreclicn    konnte,    wenigstens 


Aritlimetiache  Sätze  über  iiiu^ndlichc  lieilien  usw.  47 

durch  eine  Keilie  uiieiullich  vieler,  liauptsächlicli  rationaler, 
auszudrücken  und  sich  dem  Gesuchten  fortgesetzt  zu  nähern, 
derart,  daß  der  Fehler  schlieiUich  kleiner  würde,  als  eine 
beliebig  gegebene  Größe,  und  die  ganze  Reihe  den  genauen 
Wert  des  Gesuchten  darstellte.  Das  ist  eine  Erfindung,  die, 
soviel  feststeht,  erst  an  der  Neige  dieses  Jahrhunderts  Mer- 
cato)\  Gregorius^  Keicton  und  Leilmiz  ans  Licht  gebracht 
haben.  Was  die  drei  ersten  darüber  schriftlich  überliefert 
haben,  wissen  wir  jetzt  noch  nicht.  Der  große  Geonieter 
Leibnix,  der  den  Gegenstand  ohne  Zweifel  am  meisten  ge- 
fördert hat,  gab  unter  andern  Reihen,  die  er  uns  in  den 
»Acta  Lipsiensia«  mitteilte,  am  Anfang  der  Acta,  1682,  eine 
für  die  Größe  des  Kreises.  Er  hat  aber  die  Methode,  durch 
die  er  dazu  gelangt  ist,  nirgends  auseinandergesetzt.  Wie  ich 
vermute,  ist  sie  von  der  unserigen  nicht  verschieden.  Denn 
wir  kommen  zu  denselben  Reihen,  wie  er,  und  haben  dabei 
seine  Differentialrechnung  benutzt,  wie  sich  nachher  zeigen 
wird.  Die  Anfangsgründe  dieses  Kalküls  auseinanderzusetzen 
wäre  zu  lang  und  zu  fernliegend.  Der  berühmte  Marquis 
de  THospital  behandelt  sie  klar  in  seinem  Buche:  »Über  die 
Analysis  des  unendlich  Kleinen«,  das  kürzlich  erschienen  ist, 
und  auf  das  wir  den  lernbegierigen  Leser  verweisen. 

Defluitioii. 

Gemischt  nenne  ich  eine  Reihe,  deren  Glieder  durch 
Multiplikation  aus  den  entsprechenden  Gliedern  anderer  Reihen 
gebildet  sind.     Hat  man  z.  B.  die  Reihen 

a,  b,  c,  d,  c ,   .  .  .  und  f.  (j,  h,  i,  /.-,  .  .  ., 
so  ist 

af,  bg,  eil ,  di,  ek,   .  .  . 

die  zugehörige  gemischte  Reihe. 

XXXVI. 

Den  Bruch  l:[m  —  n)  in  eine  unendliche  Reihe 
geometrisch  proportionaler  Größen  zu  verwandeln. 

Das  geschieht  durch  fortgesetzte  Division  des  Zählers  durch 
den  Nenner  in  folgender  Weise:  /durch;;?  gibt  l:m.  Multi- 
pliziert man  das  mit  dem  Divisor  »/  —  ;; ,  und  subtrahiert  es 
dann  von  dem  Dividend /.  so  bleibt  /w:w?  übrig.    Dies  wieder 
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durch  m  dividiert,  gibt  In  :  m-.  Multipliziert  man  das  mit 
m  —  n  und  subtrahiert  es  von  dem  Rest  des  Dividenden,  so 
ergibt  sich  lii^'.m^.  Dies  wieder  durch  m  dividiert,  gibt  ln'^\  m'^. 
Multipliziert  man  das  mit  in  —  n  und  subtrahiert  es,  so  bleibt 
In'^ :  m'^.  So  geht  es  fort  bis  ins  Unendliche.  Immer  bleibt 
nämlich  etwas  zu  dividieren  übrig,  da  ein  eingliedriger  Dividend 
von  einem  zweigliedrigen  Divisor  niemals  ohn«  Rest  erschöpft 
werden  kann.  Dieser  Rest  nimmt  aber,  wenn  man  die  Operation 
fortsetzt  und  m  ^  n  annimmt,  beständig  ab  und  wird  offenbar 
schließlich  kleiner  als  jede  gegebene  Größe.  Daher  ist  der 
vorgelegte  Bruch 

l  l         In    ,    In"^       In^ 

r= 1 h---- 

m  —  n       m       m^       ni^        m^ 

Das  ist  eine  Reihe  von  Größen,  die  geometrisch  im  Verhältnis 
von  7n  :  n  fortschreiten.  Denn  nach  ihrer  Herstellung  liefert 
jedes  Glied  mit  n  multipliziert  und  durch  m  dividiert,  das 
Nächstfolgende. 

Kürzer  erreicht  man  dasselbe  auf  folgende  Weise.  Die 
Summe  der  geometrischen  Progression 

l         hl       In^'       In^ 
m        ))i^       m-^       m* 

ist  l :  [m  —  n),  nach  Folg.  VIII.  Also  läßt  sich  umgekehrt 
der  Wert  des  Bruches  / :  [)n  —  n]  durch  eine  solche  Reihe 
ausdrücken. 

XXXVII. 

Den  Bruch  /  :  [m  -\-  ii]  in  eine  unendliche  Reihe 
geometrischer  Proportionalen  aufzulösen. 

Bei  fortgesetzter  Division  des  Zählers  durch  den  Nenner 
ergibt  sich  dieselbe  Reihe  wie  vorhin,  nur  djiij  die  Glieder 
abwechselnd  positiv  und  negativ  sind.     Es  ist  daher 

l  1         In        hr-       /«3 


»ij  ))i2  i)i3  j))4 


m  +  n        vf        m 

wenigstens  wenn  ni  ^  n  angenommen  wird.  Dann  nimmt 
nämlich  das,  was  nach  den  einzelnen  Divisionen  übrig  bleibt, 
beständig  ab,  bis  es.  wenn  die  Operation  bis  ins  Unendliche 
fortgesetzt  wird,  g;auz  verschwindet. 
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Dasselbe   wird   auch  auf  folgende  Weise  klar.     Da  in  der 
Größenreihe 

l         In        hi^       In^ 
in  '      m2 '      m^ '      m*  ' 

das  erste  zu  dem  zweiten  Gliede  sich  verhält  wie  das  dritte 
zum  vierten,  das  fünfte  zum  sechsten  usw.,  ebenso  das  zweite 
zum  dritten  wie  das  vierte  zum  fünften,  das  sechste  zum 
siebenten  usw. ,  so  verhält  sich  auch  das  erste  zum  dritten, 
wie  das  dritte  zum  fünften,  das  fünfte  zum  siebenten  usw. 
Daraus  sehen  wir,  daß  das  erste,  dritte,  fünfte,  siebente,  .  .  . 
Glied  nach  Fortlassung  der  übrigen  ebenfalls  geometrische 
Proportionalen  sind,  deren  Summe  nach  Folg.  VIII  gleich 


?2_ 


gefunden  wird.  Auf  dieselbe  Weise  zeigt  man,  daß  das  zweite, 
vierte,  sechste,  . . .  Glied  eine  Reihe  geometrischer  Proportio- 
nalen bilden  mit  der  Summe 

In 


>,2_ 


Daher  ist  die  Diflerenz  dieser  beiden  Reihen,  d.  h. 
/         In        In"^       In^  Im,  —  In 

■»)?.  )ij2  1)1 3  lii  i 


»2_ 


l 


m  -f-  n  ' 

und  daher  kann  umgekehrt  die  Größe  l;{m-\-  n)  in  jene  Reihe 
verwandelt  werden. 

Folgerung  1.  Bei  jeder  absteigenden  geometrischen  Pro- 
gression, deren  erstes  Glied  bestimmt  ist,  und  wo  die  Zeichen 
+  und  —  abwechselnd  aufeinander  folgen,  hat  die  Summe 
Grenzen,  die  sie  nicht  erreichen,  viel  weniger  überschreiten 
kann,  wie  man  auch  das  Verhältnis  der  Progression  annimmt. 
Da  nämlich  nach  Voraussetzung 

0  <^  u  <^  m 
ist,  so  wird 


m  +  n       m  -\-  0        w 

Ostwalds  Klassiker.    171. 
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und 

Z  /       _     / 

m  +  n       m  +  m       2  m  ' 

d.  h.  der  Wert  der  Reihe  ist  beständig  kleiner  als  das  erste 
Glied  und  größer  als  seine  Hälfte. 

Folgerung  2.     Wenn  jedoch  m  =  n  ist,  so  wird 

/       _     l 
m  -\-  n        2  m 
und  die  Reihe 

l         In       In'^       Uli  l  l  1  l 

7)1       m^       m^       w*  m        tn        m        m 

Daraus  ergibt  sich  das  nicht  unelegante  Paradoxon,  daß 

J l^         l l_  _     / 

m        m        m        m  2  in 

ist.  Wenn  man  sich  nämlich  das  letzte  Glied  mit  dem  Zeichen  — 
behaftet  denkt,  so  werden  sich  offenbar  alle  Glieder  gegenseitig 
zerstören.     Denkt   man   es  sieh  mit  dem  Zeichen  +  behaftet. 

so  sind   sie  zusammen  scheinbar  gleich  — ,  nicht  gleich  - —  • 

Der  Grund  dieses  Paradoxons  ist  aber  der,  daß  bei  fortgesetzter 
Division  von  /  durch  ai  +  ))i,  der  Divisionsrest  sich  nicht  ver- 
mindert, sondern  beständig  gleich  d=  /  bleibt.  Daher  ist  auch 
der  Quotient  der  Division  eigentlich  nicht  bloß  die  Reihe 


1_1 > 1_ 
m         m        ))/ 

i-^ 

sondern 

l 

1  +  1^1  +  .. 

■+    < 

.     oder    —  - —  ; 
Vi         )N         m         ni  2  m 

mau  muß  nämlich  aus  dem  Rest  und  dem  Divisor  einen  Bruch 
bilden  und  ihm  das  Zeichen  +  oder  —  geben ,  je  nachdem 
man  sich  das  letzte  Glied  der  Reihe  mit  —  l)zw.  +  behaltet 
denkt. 

XXXVIII. 

Den    Bruch    l :  yin  —  >/ 2   jn    eine    unendliche    Reihe 
zu  verwandeln.    Nach  XXXVI  ist 

/  l         In    ,    /;<2       1,(3 

= 1 1 u  ...  . 

in  —  n         n/        »/"-         ni^        ni^     ' 
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Multipliziert   man    juif  beiden   Seiten    mit   1  :  (m  —  n) ,    90 
erhält  man 


im 


07.]^ 


und  A  ist  eine  Reihe,  deren  einzelne  Glieder  sich  nach  XXXVI 
in  ebensoviele  andere  licihen  B,  C\  I),  E,  F,  ...  verwandeln 
lassen.  Faßt  man  nun  die  entsprechenden  Glieder  dieser  Reihen 
zu  einer  Summe  zusammen,  so  bilden  sie  eine  neue  Reihe  Z, 
die  somit  gleich  der  vorgelegten  Größe  / :  [m  —  n)'^  sein  wird. 
Sie  ist  gemischt  aus  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  1, 2,  3, 4, ... 

und  der  geometrischen  Progression      „,  — -,  — -,  — --,   ••• 


nf* 


971° 


(m 


M.^2 


l 


l 


m  [))i  —  n) 

m^ 

In 

=  * 

m'^  {ni  —  n) 

In^ 

=  * 

w3  [m  —  n) 

In^ 

,    In        In"^       In^ 

+  -T  +  -r  +  -5  4- 

IDV  i»-!  -mö 


In        In'^       hi^ 


-1 1 1_ 


m° 


+ 


*    H (-  — + 


>,4  Ini  < 


l 


4/ «3 


—  2/w       3/w2 

^  —  :,;^  +  ^  +  1^  "^  ~^m^  "*  ' 

Dieselbe  Reihe  Z  kann  man  auch  durch  fortgesetzte  Division 
des  Zählers  l  durch  den  Nenner  w^ — 2nin  -\-  n^  gewinnen, 
nämlich  so:  l  durch  m"^  gibt  l:m^.  Multipliziert  mit  dem 
Divisor  und  vom  Dividend  subtrahiert  bleibt  2ln :  ni  —  In^ :  vi-. 
21  n: III  durch  m^  finde  ich  gleich  2}n:m^.  Multipliziert  und  sub- 
trahiert, wie  es  sich  gehört,  bleibt  der  Rest  3  In"^ :  vi^  —  2  In^ :  m^. 
So  fährt  man  fort  bis  ins  Unendliche.  Mau  wird  dabei  be- 
merken, daß  nach  den  einzelnen  Operationen  zwei  Glieder 
übrig  bleiben,  daß  sie  aber  immer  kleiner  und  kleiner  werden 
und  schließlich  näher  als  jede  gegebene  Größe  an  die  Null 
heranrücken. 

Dasselbe  läßt  sich  auch  auf  dem  umgekehrten  Wege  zeigen, 
indem  man  die  Reihe  Z  nach  der  Methode  des  Satzes  XIV  in 
die  unendlich  vielen  geometrischen  Reihen  B,  C,  D,  E,  F,  . . . 
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auflöst.  Da  nämlich  ihre  Summen  die  neue  Reihe  A  bilden, 
die  ihrerseits  die  Summe  l-.m"^  —  2'mn-\-  n"^  gibt,  so  folgt 
umgekehrt,  daß  auch  diese  Größe  l :  [ni  —  n;2  durch  die  Reihe  Z 
richtig  dargestellt  werden  kann. 


XXXIX. 

Den  Bruch /:  (m  +  ''^  in  eine  Reihe  zu  verwandeln. 

Wenn  man  so  verfährt  wie  bei  dem  vorigen  Satze,  erhält 
man  dieselbe  Reihe  wie  dort,  nur  daß  die  Glieder  mit  geradem 
Index  das  Zeichen  —   annehmen.     Man  hat  also 


l 


{m  -j-  7i}^       ni^ 


_    l         2  In        31n^ 


4/ «3 


XL. 

Den  Bruch  J :  [m  — ui^  oder  I :  m -\- n  ^  durch  eine 
Reihe  auszudrücken. 

Aus  der  Analogie  mit  den  vorigen  Operationen  geht  fol- 
gendes Verfahren  deutlich  hervor.  "Wozu  also  noch  weiteres? 
Das  Verfahren  ist  dies. 

Nach  XXXVIII  hat  man 


/ 


/ 


2ln       31 H^ 
m^         VI* 


[ni  —  71]-       m- 
Hieraus  ergibt  sich  durch  Multiplikation  mit  1 


[tn 


—  »^3 


l 


m^  [m  — 
2  In 


I 


In 


In^- 


m^  {vi  —  n 


=    *  + 


21  n    .   2/»2 


3/»2 


lA  itn.  —  ■>; 


nach  Satz 
XXXVI. 


J.3    "T"   ,,„4    "T"     ->i     +  ■  ■  ■ 


/ 


W         m*         m^  [m  —  n)^ 

In  derselben  Weise  erhält  man 

l         _   1    __  31n  61n^  _ 

[m  -\-  '»)3       )ii'^        /;/•*  m^ 
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Die  Glieder  dieser  Reihen  entstehen  aber  durch  Multipli- 
kation der  Glieder  einer  geometrischen  Progression  mit  den 
Dreieckszahlen  1,   3,  6,   ... 

Wenn  einer  dasselbe  durch  fortgesetzte  Division  zu  er- 
reichen wünscht,  so  wird  er  bemerken,  daß  nach  den  einzelnen 
Operationen  drei  Glieder  übrig  bleiben,  daß  sie  aber  fort- 
gesetzt kleiner  werden  und  zuletzt  ganz  verschwinden. 

Dasselbe  ergibt  sich  auch,  indem  man  von  der  gefundenen 
Reihe  rückwärts  geht  und  sie  nach  der  Methode  des  Satzes  XIV 
in  Reihen  auflöst  usw. 

Bemerkung.  Durch  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  findet 
man 

/  /      .    4/»        10/m2    ,    20/^3 

-\ ZX-  =     .„7     +  •  ■  • 


sowie 


[mziznr       fn*       m^  m^  vi' 


l  l         bin        Ibhi^    ,    35/«3 

_I_  ± L. 

'  ...7  .„«  ' 


(m  ip  «j^        771°        «r  m'  m 

Diese  Reihen  sind  aus  einer  geometrischen  und  aus  der 
Reihe  der  Pyramidalzahlen,  bzw.  der  Trianguli-Pyramidalzahlen 
gemischt.  So  geht  es  konsequent  weiter  zu  den  höheren 
Graden,  wobei  immer  dieselbe  Analogie  gewahrt  bleibt.  Daher 
ist  es  unnötig,  länger  dabei  zu  verweilen. 

XLI. 

Es  sei  eine  geometrische  Reihe  von  Differentialen 
vorgelegt,  die  mit  einer  andern  Reihe  von  Konstanten 
oder  Koeffizienten  gemischt  ist.  Dann  werden  ihre  ab- 
soluten Integrale  eine  Reihe  bilden,  die  aus  derselben 
Koeffizientenreihe,  einer  ähnlichen  geometrischen 
Reihe  von  Unbestimmten  und  zudem  einer  gewissen 
harmonischen  Reihe  gemischt  ist.^^j 

Das  geht  aus  den  Anfangsgründen  der  Differentialrechnung 
oder  der  Summenrechnung  hervor,  wonach  das  absolute  Integral 
der  Differentialgröße 

nx'"  dx 
gleich 

^m  +  i 


m  -f  1 

gefunden  wii-d.    Wenn  also  die  Koeffizienten  n  eine  beliebige 
Progression  bilden,   und  die  Exponenten  m  eine  arithmetische 


54 


Jakob  BernouUi. 


Progression,  d.  h.  die  x'"  selbst  eine  geometrische,  so  werden 
auch  die  m  -\-  1  eine  arithmetische,  die  ;/;"'+^  eine  geome- 
trische und  die  1  :  {ni  +  1)  eine  harmonische  Progression 
bilden.     Liegt  z.  B    die  Reihe  von  Differentialen 

axdx,  hx^dx^  cx^dx,  fx'dx^  ... 

vor,  die  aus  einer  beliebigen  Reihe  a,  6,  c,  /",...  und  der 
geometrischen  xdx,  x^dx,  x^dx,  x'^dx,  ...  gemischt  ist,  so 
werden  ihre  Integrale 

—  aa;2,  -^bx*,  -g-ca;«,  y  M    ■•• 


aus  derselben  Reihe  «,  b,  c,  f, 


Reihe  ^2,   x^,    x^,   x^,    . 

T'  T'  T'  ' '  '  ö®°^^^*^^*  ^^^'^• 


,  der  ähnlichen  geometrischen 
und   der   harmonischen  Reihe  — , 


XLII. 
Die  Fläche  der  Hyperbel  zwischen  den  Asymptoten 
durch  eine  unendliche  Reihe  darzustellen. 

Erste  Art.  Nach 
der  ^Arithmetik  des 
Unendlichen«  von 
Wallis. 

Es  liege  die  Hyperbel 
FC(J  vor  (Fig.  2i.  Ihr 
Mittelpunkt  sei  -i,  ihre 
Asymptoten  .1 D  und  A  S. 
BC  und  JO  [lo)  seien 
Ordinateu,  und  gesucht 
sei  der  Flächenraum 
CBJO  \CBin].  Ferner 
nehme  mau  au: 


JJR,eFEB  B  i-7P  i 
Flu-.  2. 


AB=  1  =  BD, 
BC=h, 
BJ[Bi]  =  X, 


und  x   sei   nicht  grr.ßer  als  AB  [BI>''.    d.  h.  als  die  Einheit. 
Man  teile  BJ  {Bf)  in  beliebig  viele  gleiclie    Teilo 

BE,  EF,  FO,   GF,  FJ,  [Be,  t(f,  <fy,  yo,  oi  . 
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Ihre    Anzahl    sei    ??,    und    die    einzelnen    Teile    mögen    d 
heißen,  so  daß 

n(l  =  ,r  =  BJ[Bi) 

ist.  Dann  beschreibe  man  um  (in)  die  Hyperbel  die  Parallelo- 
gramme 

BK,  EL,  FM,   GN,  RO  (5z,  sl,  (pu,  yr,  qo), 

indem  mau  die  Ordinaten 

EK,  FL,   GM,  RN,  JO  [ey.,  cpl,  yu,  or,  lo) 

zieht,  die  nach  der  Natur  der  Hyperbel  gleich 

b  b  b  b 

T^V     lq=2(Z'     lq=3f/'      ■'"'     Izpnd 

gefunden  werden.  Multipliziert  mau  sie  also  einzeln  mit  d, 
so  erhält  man  die  Flächen  der  Parallelogramme,  die  dann 
weiter  nach  XXXVI  und  XXXVII  in  Eeihen  zu  verwandeln 
sind  wie  folgt: 

BK[By.)  =  -^  =  bd±bd^-\-  bd^  dzbd*-\-  ■  ■  ■  , 
1  _|—  d 

EL  [el)  =  -^^  =bd  z=  2bd'^  -\-  Ud^  ±  8bdi  -\ , 

FM{cp^i)=     ^      =bd±  dbd^  +  9&fP  ±21bdi-] , 

X  — j—  ö  Cl 

GNiyv)  =      ^^    ,  =  bddz  Ud'i  +  Ubd^  ±  QUd*  +  •  •  •  , 
1  zr:  4a 


EOigo)  =  — -^— ,  =  bd±  ubd'^  +  n^bd^  ±  n^bd*  +  ■  ■  ■  ■ 
1  ~  nd 

Die  ersten  Glieder  dieser  Reihen  sind  gleich,  die  zweiten 
schreiten  wie  die  natürlichen  Zahlen  fort,  die  dritten  wie 
deren  Quadrate,  die  vierten  wie  die  Kuben  usw.  Setzt  man 
nun  die  Anzahl  w  der  Reihen  oder  der  Parallelogramme  un- 
endlich, so  ist  die  Summe  der  Parallelogramme,  der  umbeschrie- 
beuen  wie  der  einbeschriebeuen,  von  dem  krummlinigen  Gebiet 
CBJO  [CBto]   nicht  verschieden.     Dann  wird   außerdem   die 
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Summe  der  Glieder  in  der  ersten ,  zweiten ,  dritten,  . . .  Verti- 
kalreihe   gleich    1  mal,    —mal,     _   mal,    ...    der   Summe   von 

ebensovielen,  d.  h.  n  Gliedern,  die  gleich  dem  letzten  sind. -'^j 
Vgl.,  was  Wallis  darüber  in  seiner  Arithmetik  des  Unend- 
lichen lehrt,  und  wir  an  einer  andern  Stelle  bewiesen  haben. 
Daher  wird  die  Summe  aller  Vertikalreihen,  d.  h.  aller 
Parallelogramme,  oder  der  Inhalt  des  hyperbolischen  Gebietes 
CBJO  [GBio]  durch  folgende  Reihe  ausgedrückt 

nhd±  ^  nnd'^  +  ^  li^hd^  ±  \  n^hd^  +  ■  ■  ■ 

^  O  4 

oder,  wenn  man  nd  durch  x  ersetzt, 

hxzt:  —  hx"^  -\-  -—  bx^  =t  —  bx^  -|-  •  ■  •  . 
2  3  4 

Zweite  Art.     Nach   der  Leibnizschen  Differential- 
rechnung.    Setzt  man  wie  vorhin 

AB=1=BD,  BC=b, 
BJ{Bi)  =  x 

und  das  Element  von  x 

RJ[Qi)  =zdx, 

so  wird  nach  der  Natar  der  H}T)erbel 

1  zp  a; 
sein,  und  das  Element  i?0(()o)  des  hyperbolischen  Raumes  gleich 

bdx 


also  gleich  der  geometrischen  Reihe 

bdx  ±  bxdx  -\-  bx-dx  dz  bx^dx  -\-  bx*dx  r=  ■  •  •  , 

nach    XXXVI    und    XXXVII.      Daher    wird    die    Summe    der 
Elemente, 

/•  bdx 


d.  h.  der  Flächenraum   CBJO  [CBio)^  gleich 

bx±~  bx'^  -\-   ^-  bx^  ±  ^-  bx*  -\-   ]-  bx^  ± 
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Das  ist  dieselbe  Reihe  wie  vorliiu,  nämlich  gemischt  aus  einer 
geometrischeu  und  harmonischen  Reilie.  Wenn  diese  Reihe 
sich  also  summieren  lieik,  so  hätte  man  die  Quadratur  der 
Hyperbel. 

Folgerung  1.  Wenn  BJ  =  Bi,  so  ist  sowohl  die  Summe 
als  auch  die  DilVerenz  der  Flächenräume  CBJO  und  CBto 
durch  eine  aus  einer  geometrischen  und  harmonischen  ge- 
mischten Reihe  gegeben.    Wir  liaben  nämlich  gezeigt,  daß 

CBJO  =  bx  +  ^  bx^-  -^  1.  i)x^  +  ^  bx^  +  ^  bx^  +  ■  ■  • , 

CB(o  =  bx  —  ~  i.r2  +  4-  bo:^  —  ^bx*-\-~bx^ 

2^3  4.  5 

ist.    Daraus  folgt 

CBJO-^CBco  =  2bx      +^bxß  ^^bxK.. 

3  5 

CBJO  —  CBio=        bx^  +4-^a;-^  -j-^bx^... 

Folgerung  2.    Man  setze 

BJ[x)  =  BA  (1) . 

Dann  entsteht  der  unbegrenzte  hyperbolische  Raum  PCB  AS. 
Er  ist  also  gleich 

d.  h.   gleich   einer   einfachen    harmonischen   Reihe.     Da    diese 
nach  XVI  unendlich  ist,   so  läßt  sie  uns  erkennen,  daß  auch 
der  Inhalt  jenes  Raumes   diese  Beschaffenheit  hat.     Vgl.  Fol- 
gerung 4  desselben  Satzes. 
Folgerung  3.     Wenn 

Bi{x)  =  BD{1)  =  BCib) 

ist,  so  ergibt  sich  für  den  Raum  CBDQ  die  harmonische 
Reihe 

1,1  1  1  1     , 

Zieht  man  jedes  mit  dem  Zeichen  —  behaftete  Glied  von 
dem  vorhergehenden    ab,  erhält  mau  die  Reihe 

1^        1  1 

T  "^  12  "^  30  "^  ' 
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deren  Glieder  aus  der  Reihe  Q  der  reziproken  doppelten  Drei- 
eckszahlen in  Satz  XV,  d.  h.  ans  der  Reihe 

1     .     1 

+  •••, 


111 

1 

2  ^  6  ^12 


20   '    30 
sprnngweise   heransgepflückt   sind.     Nimmt  man  das  Rechteck 

aus  BC  und  AB  oder  BD  viermal  so  klein,  d.  h.  deich  — , 

so  wird  auch  der  Raum  CBDQ  durch  eine  Reihe  dargestellt, 
nämlich 

8  ^48    '    120    '  ' 

die  ein  Viertel  der  früheren  ist.  Sie  wird  durch  Überspringen 
gebildet  aus  der  Reihe  /  im  Satz  XVII.  Vgl.  Acta  Lipsiensia. 
1682,  p.  46. 

XLIII. 
Den  Inhalt  des  Raumes  ABEFS  [BDrp^  zu  finden, 
der   zwischen    der    Hyperbelasymptote    AD    und    der 
Kurve  BEF   Be(f)   liegt,    die   so   beschaffen  ist,   daß 

das  Rechteck  aus 
ihrer  Ordinate  JE [it) 
und  der  konstanten 
Strecke  AB,  BC  oder 
BD  [die  gleich  1  sein 
möge)  gleich  dem  hy- 
perbolischen Gebiet 
CBJO  [CBio]  ist. 
(Fig.  3.) 

Wenn  man  BJ=x 
setzt,  so  ist  der  hyper- 
bolische Raum  CBJO 
gleich 

Nach  dem  Obigen  wird 
dieselbe  Reihe  auch  die 


\ 

0 
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S         ^^.^ 
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Fig-  3. 


Länge  der  Ordinate  JE  bezeichnen    wegen  AB  =  BC  =^  1 
Multipliziert  man  sie  mit  JR  oder  </.r.  so  gibt  das 

xdx  +  \  x'-dx  +  4-  x^ilx,  +  ~  x^dx  -\ =  BE, 

a  O  i 
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(1.  Ii.  gleich  dem  Element  des  Kauraes  BJE.  Summiert  man 
die  Glieder  dieser  Reihe,  so  wird  der  Raum 

d.  h.  gleich  einer  Reihe,  die  aus  einer  geometrischen  Reihe 
und  der  reziproken  Reihe  der  doppelten  Dreieckszahlen  ge- 
mischt ist.  Sie  verwandelt  sich,  wenn  man  noch  BJ[x]=:^BA[l) 
setzt,  in  die  einfache  reziproke  Reihe  der  doppelten  Dreiecks- 
zahlen, nämlich  in 

_L  +  i  +  -l  +  ^L  +  .... 

Die  Summe  dieser  Reihe  ist  nach  Satz  XV  gleich  1.  Es  ist 
also  der  ganze  Raum  ABEFS  absolut  quadrierbar,  nämlich 
gleich  dem  Quadrat  von  AB.  Man  beachte  hier  dieses  Beispiel 
einer  mechanischen  Kurve,  bei  der  eine  spezielle  Quadratur 
geht  ohne  die  allgemeine.  Wir  haben  nämlich  die  Summe  der 
einfachen  Reihe  angegeben,  die  der  gemischten  aber  nicht. 

In  derselben  Weise  zeigt  man,  daß  der  Raum  Bis  auf  der 
andern  Seite  gleich 

ist,  und  der  ganze  Raum  BDfp  gleich 

±_l  +  i_i.  +  .... 

2         6  ^  12       20 

Folgerung.  Wenn  man  die  Rechtecke  CD  und  BQ 
vollendet,  so  behaupte  ich,  daß  das  durch  die  mechanische 
Kurve  begrenzte  Gebiet  BDcp  gleich  dem  doppelten  hyper- 
bolischen Gebiet  CfJL  ist,  die  Diiferenz  der  Gebiete  ABEFS 
und  BDcp  gleich  dem  doppelten  Raum  CQH  und  die  Summe 
beider  gleich  2CBDQ.  Das  kommt  so  heraus.  Zieht  mau 
von  der  Reihe 


die  Reihe 


1  2^3         4^5  6^ 


J^_ll_ll_l 
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ab,  indem  man  nacheinander  vom  ersten  Glied  das  erste,  vom 
zweiten  das  zweite,  vom  dritten  das  dritte  fortnimmt  usw..  so 
bleibt 

übrig,  d.  h.  der  Raum  BDcf,  wie  wir  gezeigt  haben.  Zieht 
man  aber  dieselbe  Reihe  von  der  andern  derart  ab,  daß  ihr 
erstes  Glied  von  dem  zweiten  der  andern  fortgenommen  wird, 
ihr  zweites  vom  dritten,  ihr  drittes  vom  vierten  usw.,  so 
entsteht 

1_2  2_2  2  2 

=  _i^A_A4_A_A_4_A_Aa- 

^1  2"^3  4"^5         6' 

Das  ist  der  doppelte  hyperbolische  Raum  CBDQ  vermindert 
um  BH,  d.  h. 

2  CBD  Q  —  2DL  =  2CL0. 
Also  ist 

BDrp  =  2CLQ. 

Da  wir  nun  auch  gezeigt  haben,   daß 

ABEFS  =  1  ^  BH=  2 DL  =  2LH 

ist,  so  wird 

ABEFS  —  BD(f  =  2 LH— 2  CLQ  =  2CQH 

und  zugleich 

ABEFS  +  BD(p  =  2DL  +  2CLQ  =  2  CBDQ  . 

Das  war  aber  zu  beweisen. 

XLIV. 

Den  Inhalt  des  Raumes  ABKGMT  [BDXyK  zu 
finden,  der  zwischen  der  Hyperbelasymptote  -1/' 
und  der  Kurve  KGM  (KyN)  liegt,  die  so  beschaffeu 
ist,  daß  das  Rechteck  BJG  Biy  aus  ihrer  Ordinate 
JG  {ly)  und  der  Unbestimmten  BJ  ^Bt)  gleich  dem 
hyperbolischen  Gebiet   CBJO  ,CBt»)  ist.      Fig.  4.) 
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Setzt  man  alles  wie  früher,  so  ist  der  hyperbolische  Raum 
CBJO  gleich 

nach  XLII.    Es  wird  also  nach  der 
Voraussetzung,   wenn    man    durch    s 
BJ  oder  x  dividiert,   die   Strecke 

JG=l-\--x+^x^+-x-i+-.x^+--- 

Z  6  4:  O 

und  daher  RG,   das  Element   des 
Raumes  BJCtK,  gleich 

dx-\~-  xdx-\-    xHx  +  —  x'^dx + •  • , 
2  o  4 

und    alle    J?(t,    d.  h.    der    Raum 
BJGK^  gleich 

1     j^  1     2  ,     1     3  .     1     4   , 

und  wenn   man   x  ^  1  setzt,    der 
granze  Raum  AB K GMT  o;leich 


T  +  l 


l  +  i  + 

9  ^  16  ^ 


d.  h.    gleich   der  reziproken  Reihe  Fig.  4. 

der   Quadratzahlen,    deren   Summe 

wir  auch  jetzt  noch  nicht  kennen.   Vgl.  Satz  XVII,  gegen  Schluß. 
Auf  ähnliche  Weise   findet   man   auf  der  andern  Seite  den 
Raum  BiyK  g-leich 


1  1       2 


1     3         1     4    , 

x^  —  T^  X*  + 


9  16 

und  wenn  man  x=l  setzt,  den  ganzen  Raum  BDNyK  gleich 


1 
16  + 


Folgerung.    Der  Raum  ABKGMT  ist  das  Doppelte  des 
Raumes  BDNyK.    Die  Summe  beider  ist  nämlich 

2          2         2 

1  ^  9  ^25^ 
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und  die  Differenz 


2  2         2, 

4  ^  16       36  ^ 


Die  Summe  verhält  sich  also  zur  Differenz  wie 

1 


111 

T  +  ir  +  25  + 


1  1  _^ 

r^l6~^36 


d.  h.  wie  3  zu  1,  nach  Satz  XXIV.  Daher  ist  notwendig  der 
eine  Raum  das  Doppelte  des  andern,  und  doch  haben  wir 
von  keinem  der  beiden  die  absolute  Größe  herausbekommen. 
Vgl.  die  Bemerkung  in  XXIV. 

XLV. 

Die  Quadratur  des  Kreises  oder  die  Rektifikation 
der  Kreislinie  durch  eine  Reihe  zu  bewirken.      Fig.  5. 

Man  nehme  auf  der  Peri- 
pherie des  Halbkreises  BCD 
einen  Punkt  H  unbestimmt  an 
und  fälle  von  ihm  aus  auf 
den  Radius  AB  das  Lot  HE. 
Ferner  sei  AB  ^^  \  und 
BE^=  X,  also  nach  der  Natur 
des  Kreises 


EH=  >2x  — x2. 

Wegen      der     Ähnlichkeit 

des  charakteristischen  Dreiecks 

LGH  und   des  Dreiecks  HEA  verhält   sich  HE  zu  HA  wie 

LG  oder  EE.    das  Element  der  Abszisse  BE.  zu  LH,    dem 

Element  des  Kreisbogens  BH.     Daraus  findet  man 


LU  = 


dx 


y  2x  —  r- 

Multipliziert  man  mit  — .    der  Hälfte  des  Radius  AH.  so 

wird  der  Sektor  HAL.   d.  h.  das  Element  des  Sektors  HAB 
gleich 

dx 


21  2j  —  x2 


Arithmetische  Sätze  über  unendliche  Reihen  usw.  (53 

Da  diese  Größe  sich  nicht  absolut  summieren  läßt,  so  muß 
man  sie  in  eine  Reihe  verwandeln.  Vorher  muß  man  aber 
die  Irrationalität  beseitigen,  was  etwa  in  der  Weise  geschieht, 
wie  man  es  bei  den  diophautischen  Aufgaben  zu  machen  pflegt. 
Ich  setze  zu  diesem  Zweck 


V  2x  —  a;2  =  ./; :  t 
oder 

liier  kann  man  durch  ./•  dividieren,  so  daß  x  nur  in  erster 
Dimension  in  der  Gleichung  stehen  bleibt  und  sich  daher 
in  rationaler  Form  ergibt.  Ebenso  werden  auch  dx  und 
\  2x  —  x^  =  X  :  t,    also    auch    der    Bruch    dx  :  2V2x  —  a;2, 

rational,  und  zwar  ist 

2^2 


dx 


1  +  ^2' 

4:tdt 

(1  +  t^y  ' 

2t 


V2x  —  x^  =  —  = 


und  endlich 


t  1  -I-/2 

dx  dt 


2  y2x  —  a;2        1  +  /2 

Dieser  Bruch  gibt,  wenn  man  ihn  nach  XXXVII  in  eine 
Reihe  verwandelt: 

dt—t'^dt-\-t^dt—  t^dt-\-t^dt 

Die  Summe  aller  Elemente  HAL,  d.  h.  der  ganze  Sektor  HAB 
ist  also  gleich 

Dividiert  man  ihn  durch  den  halben  Radius  oder  durch  — ,  so 
ergibt  sich  der  Bogen 

B//=|,_|,s  +  |,._|,,  +  |,,_.... 

Diese  Reihen  sind  (vgl.  XLI  gemischt  aus  einer  geome- 
trischen und  harmonischen  Reihe,  und  von  ihrer  Summation 
hängt  also  jenes  abgedroschene  Problem  von  der  Quadratur 
des  Kreises  ab. 
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Man  bemerke  folgendes.  Die  in  B  und  H  an  den  Kreis 
gelegten  Tangenten  mögen  sich  in  J  schneiden,  und  die  Ver- 
bindungslinie HD  treffe  den  Radius  ÄC  in  K.     Dann  ist 

BJ  oder  JH=  AK, 
beide  aber  gleich  t.     Denn  man  hat 

2  Wink.  BÄJ=  BAH  =  AHB  +  ADH=  2ADH, 
also  BAJ=ADH 

Da  auch  die  Winkel  ABJ  und  DAK  gleich  sind,  ferner  die 
Seiten  AB  und  AD^  so  wird  auch 

BJ=AK  

sein.  Nach  Voraussetzung  verhält  sich  nun  1  :  t  wie  1  2x  —  x^ 
zu  X,  ebenso  aber,  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  DAK 
und  DEH,  AD  oder  1  zu  AK  wie  DE  zu  EH,  d.  h.  nach 
der  Natur  des  Kreises,  wie  HE  zu  EB  oder  wie  1  2x  —  x- 
zu  X.     Es  wird  also 

l:t=l:  AK 

sein,  mithin 

AK  oder  BJ  =  t. 

Folgerung  1.  Man  nehme  /  =  1  au.  In  diesem  Fall 
wird  BE  oder  x,  d.  h.  2/2;  (1  +  ^2  gleich  BA  oder  1,  und 
der   Quadrant  BAC  gleich    der  einfachen  harmonischen  Reihe 

■^  ~  T  "^  T  "  T  "^  IT        11    '' 
oder,  wenn  man  wirklich   Jedes  mit  dem  Zeichen  —  behaftete 
Glied  von  dem  vorhergehenden  abzieht, 
9         o         o 

3  ^35^99    ' 
Da  sich  nun  das  Quadrat  des  Radius  zu  dem  «.^»uadranten 
verhält   Avie    das    Quadrat    des    Durchmessers    zu    dem   ganzen 
Kreise,    so    gilt    folgendes:    Wenn    das   Quadrat   des    Durch- 
messers, d.  h.   das  dem  Kreise  umbeschriebeue  Quadrat   1  ist, 

also  das  einbeschriebene  ~-,    so    wird    der  Inhalt   des   ganzen 

Kreises   durch   die   eben    erwähnte  Reihe  ausgedrückt.     Wenn 

also  das  dem  Kreis   einbeschriebeue  (Quadrat  ist,    so   wird 

der  Inhalt  des  Kreises 

1  1.1, 

1 u  .  .  . 

3  ^  35  ^  99  ^ 
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sein.     Die  (iliedev  dieser  Reihe  sind  sprungweise  herausgepflückt 
aus  der  Reihe  //  in  Satz  XVII.    Vgl.  Acta  Lipsiensia,  1682,  S.  45. 
Folgerung  2.    Setzt  mau  die  Tangente  BJ=t^  so  wird 
der  Rogen,  dessen  Tangente  sie  ist,  gleich 

'-|"  +  t"-t"+    ■ 

sein,  da  er  die  Hälfte  des  Rogens  BH  ist.   Vgl.  Acta  Lipsiensia, 
1691,  S.  179. 

XLVI. 

Allgemein  den  Sektor  eines  beliebigen  Kegel- 
schnitts vom  Mittelpunkt  aus  durch  eine  Reihe  dar- 
zustellen.     Fig.  6,  7. 


Fig.  7. 

Es  liege  irgend  ein  Kegelschnitt  5  ("'D  vor,  eine  Hyperbel 
oder   eine   Ellipse.      Der  Mittelpunkt    sei   A,    B  ein   Scheitel, 

Ostwalds  Klassiker.     171.  t 


66  .     -  Jakob  Beraoiilli. 

AB  =  a  die  halbe  Transversalaclise,  .IL  =  1  die  halbe  kon- 
jugierte Achse.  Man  setze  die  unbestimmte  Abszisse  BG  =x, 
AG=^z^a—o-  (=z  bedeutet  -|-  bei  der  Hyperbel  und  — 
bei  der  Ellipse,  zp  dagegen  —  bei  der  Hyperbel  und  +  bei 
der  Ellipse',  das  Element  davon  FG  oder  CH=^  d.r  =  ±:  dx, 
die  Ordinate  GD  =  y^  ihr  Element  DH=dy  und  die 
Verbiudungssti-ecke  des  Punktes  D  mit  dem  Mittelpunkte 
AD  =  u  ^=  Vx^  +  ?/2.  Man  denke  sich  auch  die  Parallele 
HCT  zur  Achse  gezogen.  Sie  schneide  die  Kurve  in  C  und 
die  Gerade  AD  in  J.  Von  C  aus  denke  man  sich  das  Lot 
CE  auf  AD  gefällt.  Nach  diesen  Festsetzungen  wird  zunächst 
nach  der  Natur  der  Kurve 

a2:  1  =  f:h;^2^a2  :  rß 

sein.     Daher  wird 

a2?/2  z=  ±  %*-  —  a^  =  2 ax  zz  x^ 

und,  wenn  man  differenziert, 

a^ydy  =  ±xdz^ 


schließlich  also 

^xdz       zdx 

Da   nun  wegen 

der   Ähnlichkeit   der   Dreiecke   DGA   und 

DHJ 

DG{y) 

zu   GA[z)  wie  DH  [dy\  zu  //•/ 

ist,   so  findet  man 

und  daher 

(V  oder  HJ 

y 

y  y 

Nun  ist  wieder  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Ih-eiecke  AGP 
und  JEC 

AI)   >r  zu  DG  //  wie  JC  l^^^  ~  '^^^\  zu  rE. 

Daraus  erhält,  mau 

,  „      zdy  —  yd  X, 
('E= — ^ — . 
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Multipliziert    man    dies   mit    der    Hälfte   von    AI),  d.  h.    -     u, 
so  ergibt  sich  der  Inhalt  des  Elemeutardreiecks 

ACD  =  ^{zdy-ydz^. 

Setzt  man  für  dy  seinen  "Wert  ein,  so  kommt 

%'^dz        1      -          —  x^dz  —  a^y'^dz 
yd%  = 


"~  2a'^y        2  ^  2a'^y 

Ersetzt  man  (72^2  durch  zb  zP-  zp  a-,  so  entsteht 

±1  x^dzzf.  %-d%  zb  a^dz ,    adx, adx 

2a^y  2ay       2ay 

und,   wenn  man  für  ay  noch  y2aa;  in  a;2  einführt, 

adx 


2'V2ax±x- 
Es  handelt  sich  darum,  diesen  Ausdruck  in  eine  Reihe 
zu  verwandeln  und  zu  summieren.  Zunächst  muß  man  aber 
die  Irrationalität  aus  ihm  beseitigen,  mittels  einer  andern 
Unbestimmten,  die  statt  x  eingeführt  werden  muß,  wie  vorhin. 
Ich  setze  daher 

V2ax  ^ix'^  =  x\  t 
woraus  sich  ergibt 

2a/2 


und 

^-l^t-^ 

ferner 

Aatdt 

-r                 ^  ni 

und  endlich 

adx                  adt 

2V2ax±x^       1  +  ^' 

=  adt±at^dt-\-at^dt±:  at^dt-\-  aPdt  ±  ■  ■  ■  , 

nach  XXXVI  und  XXXVII.    Die  Summe  aller  Elemeutarsektoren 
ACDj  d.  h.  der  Inhalt  des  ganzen  Sektors  AB  CD  ist  also  gleich 

,     1       ,         1       .    ,     1       .        1        ,    , 

r/  f  =  —  at-^  -I-  ~  at^  —        a  ^  +  --  a  ^3  =  ■  •  • , 
d  o  7  9 
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(1.  h.    gleich    einem   Rechteck    mit    der  Basis    a,    der    halViei 
Transversalachse,  und  der  Höhe 

Hieraus    ersifc,u>.    man,    wie    allgemein    die    Quadratur    il- 
Kegelschnitte  sich  auf  Summen  von  Reihen  reduziert,  die  u 
geometrischen  und  harmouischen  gemischt  sind. 

Man  bemerke  folgendes.  Die  im  Scheitel  B  und  ' 
Punkte  JJ  an  die  Kurve  gelegten  Tangenten  BM,  DJI  müg' 
sich  in  M  treffen.  Dann  behaupte  ich ,  daß  B2£  =  t  \- 
Da  nämlich  nach  Satz  37  im  I.  Buche  des  ApoUonius 

AG:  AB  =  AB:  AT 
ist  und  daher 

AB:  TB=  AG{z):BG{x), 

ferner  (wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke   TBM  und  CHD 

TB  :  BM  =  CH{dx)  :  HD.dy  =  a^-y  ■  ^ 
(nach  der  Differentialgleichung  der  Kurve',  so  wird 

AB{a]:B2I=  c^-y  :  x 
sein.     Daraus  erhält  man 


BM  z=  X  :  ay  =  X  :]''2a.T  =  x^, 
also 

y2ax~x^:  x  =  l:BM. 

Nun  hatten  wir  aber 


y2ax±x'^:x=  l:f. 
Also  ist  BM=  t.     Vgl.  Acta  Lipsiensia.   1691.  S.  179. 
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Vierter  Teil. 

(Basel,  1098.) 

XLYII. 

Wenu    eine    Zahl    gegeben    ist,     ifdü    Logarithmus 
durch  eine  Reihe  zu  finden  (Fig.  8). 

Man  denke  sich  über  der  Achse  -S'^o"  eine  gewisse  Kurve 
CB/.  von  solcher  Natur,  daß  die  Abszissen  AB^  AS  [Aq,  Aa) 
arithuictisch  wachsen, 
während  die  Urdinaten 
RE,  SC  {Qi,  ffx)  geo- 
metrisch wachsen  oder 
abnehmen.  Diese  sollen 
sich  also  verhalten  wie 
die  Zahlen,  jene  da- 
gegen wie  die  Logarith- 
men. Diese  Kurve  soll 
die  logarithmische 
heißen.  Sie  hat,  wie 
der  scharfsinnige  Leibtiiz 
in  den  Acta  Lipsiensia 
1684,  S.  473,  nach- 
weist 35)^  die  Eigenschaft, 
daß  alle  ihre  Subtangen- 
ten  AS,  RN^  qv  gleich  ^ 
sind.  Man  errichte  in 
A  die  Ordinate  AB  und 

ziehe,  nachdem  man  auf  der  Kurve  einen  beliebigen  Punkt 
E  [a)  gewählt  hat,  die  Gerade  EJ  (t  i]  parallel  zur  Achse  SA. 
Mau  setze  AB  =  1  und  nenne  BJ{Bi]  x,  so  daß  AJ  [^-J l] 
oder  RE  [Qt)  gleich  1+ä  ist.  Ferner  heiße  AR{Aq)  y 
und  die  konstante  Subtangente  der  Kurve  h.  Wenn  nun  die 
Zahl  RE  [ot)  gegeben  ist,  so  findet  man  ihren  Logarithmus 
AR  [Aq]  in  folgender  Weise.  Da  nach  der  allgemeinen  Natur 
der  Kurven  das  Ordinatenelement  EF  [e-cp]  oder  dx  sich  zu 
dem  Abszissenelement  FG  {rpy]  oder  dy  verhält  wie  die 
Ordinate  RE{i)e}  oder  1  H^ :»:  zur  Subtangente  der  Kurve, 
RN  {op}  oder  b,  so  hat  man 

-  b  dx 

-^        1  =ha; 
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Löst   man    diesen  Bruch   nach  XXXVI  und  XXXVIII   in   eine 
Reihe  auf,  so  ergibt  sich 

dy  =  hclx  —  hxdx  +  bx-dx  zt:  hx^dx  +  •  •  • . 

Hieraus  findet  man  für  /y,    d.  h.  AR  [^o],   durch  Summation 

y  =  hx  ±  ~-  hx-  -4-  ~  bx^  —  -—  bx*^  +  •  •  •  • 

In  dem  speziellen  Falle  BJ  Uli  =  BA  =  BD,  d.  h.  x  =  1, 
wird  diese  Keihe 

Folgerung  1.  Die  Identität  dieser  Reihe  mit  derjenigen, 
die  wir  oben  bei  Satz  XLII  zur  Quadratur  eines  hyperbolischen 
Gel)ietes  gefunden  haben,  erinnert  uns  an  die  gegenseitige 
Abhängigkeit  und  Verwandtschaft  zwischen  der  Hyperbel  und 
den  Logarithmen  und  läßt  erkennen,  daß,  wenn  mau  in  den 
beiden  Figuren  die  Strecken  BJ  [Bi)  als  gleich  annimmt,  das 
hyperbolische  Gebiet  CBJO  CBin  gleich  dem  Rechteck  aus 
der  Einheit  AB  und  dem  Logarithmus.  AB  wird.  Daraus 
können  wir  weiter  schließen,  daß,  wenn  man  beidemal  AB, 
Ai,  AD,  d.  h.  AB,  oa,  o/.  in  stetiger  Proportion  annimmt, 
in  welchem  Falle  nach  der  ^Natur  der  logaiithmischen  Kurve 
Ao  das  Doppelte  von  Ao  wird,  auch  das  hyperbolische  Gebiet 
CBDQ  das  Doppelte  von  CBlo  ist,  und  daher  die  Gebiete 
CBio  und  oiDQ  gleich  sind. 

Folgerung  2.  Da  es  evident  ist,  daß  im  Falle  BJ  =  AB, 
d.  h.  bei  verschwindendem  AJ  oder  BE,  der  Logarithmus 
AR  unendlich  wii-d,  so  folgt,  daß  auch  die  harmonische  Rtihe 

die  diesen  Logarithmus  ausdrückt,  jene  Beschaffenheit  h;u. 
Daraus  ergibt  sich  aufs  neue  die  Richtigkeit  des  Satzes  XVI. 
Folgerung  3.  Weun  irgend  ein  Logarithmus,  z.  B.  der 
von  2,  gegeben  ist,  so  kann  man  aus  ihm  die  Subtaugente  b 
der  Kurve  bestimmen.  Wird  nämlich  BD=1  =  AB  gesetzt, 
also  AD^a/.^=2,  so  ist,  wie  wir  gezeigt  haben,  d-n- 
Logarithmus  Aa  von  2  gleich 
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Uinsrekehrt  wird  also 


i  =  Log  2  :  (l  -  y 


T-T  + 


sein. 


XLVIII. 

Wenn  der  Siuu3  des  Komplements  gegeben  ist, 
den  Logarithmus  des  Sinus  rectus  durch  eine  Reihe 
zu  finden*"'). 

In  derselben  Figur  werde  um  den  Mittelpunkt  A  durch  B 
der  Viertelkreis  Blla  beschrieben,  den  die  verlängerte  EJ  in 
//  schneide.  Dann  ist  AJ  oder  RE  der  Sinus  des  Bogens 
Ho  und  AT!  sein  Logarithmus,  während  offenbar  der  Loga- 
rithmus des  Radius  AB  als  der  Eiuheit  gleich  Null  ist.  Man 
setze  den  Sinus  des  Komplements  JII=x^  so  daß  der  Sinus 
rectus  AJ  oder  FE  =  ]  1  — x^  wird  und  sein  Element 

EF=  ^^^ 


Vl  —  x^ 

Nach  der  allgemeinen  Natur  der  Kurven  verhält  sich 

/  (c  djc 

Er{ )  zu  FG,  dem  Element  des  Logarithmus  ^17?, 

\      Vi-:"' 

wie 


FE  \  1  —  X-  zur  Subtangente  FX  der  logarithmischen  Kurve, 
die  gleich  1  sein  möge.     Es  ist  also 

FG  ^  —  — — '—-  =  —  xdx  —  x^dx  —  x^dx  —  ■  •• 
1  —  X- 

(nach  XXXVI).  Daher  werden,  wenn  man  summiert,  alle  FG, 
d.  h.  der  Logarithmus 

1111 

AF=--x2--x^-^x^--x^-.... 

Er  ist  natürlich  negativ,  weil  der  Numerus  davon,  nämlich 
FE.  kleiner  als  die  Einheit  AB  ist.  Wenn  er  aber  positiv 
wird, 

—  X-  -4 x-i  -L-  — r6  -L.  _rS  -L  .  .  . 
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d.  h.  wenn  man  AR  auf  die  andere  Seite  nach  Ao  überträgt, 
so  wird  er  gerade  der  Logarithmus  der  Strecke  of,  d.  h. 
(nach  der  Natur  der  Logarithmeu)  der  dritten  Proportionalen 
zu  dem  Sinus  BE  und  dem  Kadius  AB.  Diesen  Logarithmus 
hätte  man  aber  auch  unmittelbar  linden  können  aus  dem  "Werte 
seines  Numerus   (je  =  1  :  Vi  —  x^. 

Dasselbe  macht  Leilmix,  in  den  Acta  Lipsiensia  1691.  S.  180, 
in  eleganter  Weise  wie  folgt: 

Los{l  —  x)  =  —  y  =  —X—  -a-2  —  —x^  —  —x^  —  ■■■, 
Log(l  +  a;)=        y=        X-  — --a:2  +  — a;3  — — x*+  •••  . 


Log(l  — x^)  =  Logyl  —  x)  +  Log(l  +  x;    nach  d.Nat.d. Log.) 


(1 


2;2_|_-1,;4+|,.,6_|_ 


hogVl—x^  =  -^Log,l—x^-j  =  —'^x'^  —  -jXJ  —  —  ./■« . 

Folgerung.  Man  setze  //•/,  den  Sinus  des  Komplements 
in  Fig.  8,  gleich  BJ  oder  Bi  in  Fig.  4,  Nr.  LXIV.  Dann 
wird  das  Rechteck  aus  Ali,  dem  Logarithmus  des  Sinus  rectus, 
und  dem  Radius  AB  gleich  der  Hälfte  des  Überschusses  des 
hyperbolischen  Gebiets  CBJO  über  das  andere  CBio.  Das 
geht  aus  Folgerung  1  in  Nr.  XLII  hervor,  wo  CBJO — CBio 
durch  das  Doppelte  der  vorliegenden  Reihe  ausgedrückt  steht. 
Übrigens  hätte  man  dort  bemerken  können,  daß,  wenn  man 
■X,  als  dritte  Proportionale  zu  1  und  x  wählt,  also  v.  =  .r2 
setzt,  jene  Reihe  sich  in  folgende  andere  verwandelt 

-;  -4-  —  2;2  4-  — -s;3  4-  —z*  -4-  •  •  • 

durch  die  auch  der  hyperbolische  Raum  CBU^l.  wobei 
BG  =  %  oder  ,r2  ist,  dargestellt  wird.  Daraus  geht  nämlich 
hervor,  daß 

CBJO  —  CBin  =  CBGJI 
ist  und 

CBJO  —  OB  GM   oder  MGJO)  =  CBio, 
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alsi»  auch  (d:i  unter  diesen  lledingungen  AJ[1  —  x  sicli  zu 
AG[l  —  .r'^!  verhält  wie  AB  {1)  zu  Ai  (14-'),  daß,  falls 
man  AJ,  AG,  AB,  Ai  irgendwie  als  Proportionalen  wählt, 
die  über  den  Abschnitten  JG,  Bt  stehenden  Räume  immer 
gleich  sind. 

XLIX. 

Die  Ordinate  der  Kettenlinie  durch  eine  Reihe 
darzustellen.  uB'/.  (Fig.  8)  sei  die  Kurve,  die  eine  an 
ihren  beiden  Enden  frei  aufgehängte  Kette  durch  ihr  eigenes 
Gewicht  bildet,  also  die  sogenannte  Kettenlinie.  Ihr  Mittel- 
punkt sei  A,  ihr  Scheitel  B,  ihre  Achse  ABD,  ihr  Parameter 
AB  =  1.  Die  Abszisse  Ai  sei  ä,  die  Ordinate  t/.  oder  lu 
gleich  y.  Nach  dem,  was  in  den  Acta  Lipsiensia,  1691, 
S.  274,  über  diese  Kurve  gedruckt  zu  lesen  ist^'j,  steht  fest, 
daß  das  Element  dy  der  Ordinate  gleich 

dz 


y-j  - 1 

ist.     Um  hier  die  Irrationalität  zu  beseitigen,  setze  ich 


Dann  wird 


2f- 
/2  — 1 


und   schließlich 


,'.._!=,-.=       ^^ 


dz  dt 

dy 


Um  nun  diesen  Bruch  iu  eine  Reihe  zu  verwandeln,  mache 
ich  den  Nenner  zweigliedrig,  indem  ich  1 -\- x  statt  t  setze 
und  dx  statt  dt.     Dann  wird 

dt  dx 

dy  =  —  = =  dx  —  xdx  +  x^dx  —  x^dx  -\~  ■  ■  ■ 

■^  t        l+o;  ^  ^ 

(nach  XXXVII  .  mithin  alle  dy,  d.  h.  y  gleich 
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Da  aber 


=  -5-^,  d.h.  <2=  2xt-l 
2t     ' 


iukI 


so  ergibt  sich 


t=.i+x  =  z  +  \z^—  1, 


X  =  z  —  1  +V z^  —  1  =  B i  -\-  iD  =  BD, 


wenn  man  lD  =  Vz^ —  1  macht.  Wenn  also  Ai  oder  z 
gegeben  ist,  so  wird  BD  oder  x  und  dann  i).  oder  ?/,  durch 
eine  Reihe,  gegeben  sein. 

Folgerung.  Vergleicht  man  die  gefundene  Keihe  mit  der 
in  Satz  XLVII,  so  ist  klar,  daß  y  der  Logarithmus  der 
Zahl  X  ist.  Wenn  also  eine  logarithmische  Kurve  y.BC  ge- 
geben ist,  deren  Subtangente  gleich  AB  =  1  ist,  so  kann 
man  leicht  die  Punkte  der  Kettenlinie  finden.  Da  nämlich 
z,  d.  h.  Al  oder  Gl  [Sfi)  gleich 

2t  2  \  ^   t  1 

ist,  so  muß  offenbar,  wenn  man  nach  beiden  Seiten  gleiche 
Logarithmen  Aa  (AS)  aufträgt,  die  Ordinate  o).  [Sit  der 
Kettenlinie  gleich  der  Hälfte  der  Summe  zweier  Ordinaten  az 
und  SC  der  logarithmischeu  Kurve  sein,  die  gleich  weit  von 
AB  abstehen.  Die  eine  von  ihnen  ist  AD  =  t,  die  andere 
nach  der  Natur  der  logarithmischen  Kurve  gleich  1  :  /.  Gerade 
hierin  besteht  die  äußerst  elegante  Lcib)ii\sc\ie  Konstruktion 
dieser  Kurve,  die  man  in  den  Acta  Lipsiensia,  1691,  S.  277. 
nachsehen  kann. 

L. 

Wenn  die  Breite  eines  Ortes  auf  einer  Loxodrome 
gegeben  ist  und  ihr  Kurswinkel  gegen  den  Meridian, 
die  Länge  des  Ortes  durch  eine  rioihe  darzustellen. 
(Fig.  9.) 

Als  Kurslinie  oder  Loxodrome  bezeichnen  die  Seeleute 
die  Kurve,  die  ein  beständig  in  derselben  Windrichtung 
fahrendes  Schiff  auf  der  Oberdäche  der  Erd- Wasser- Kugel 
beschreibt.  Es  ist  das  also  die  Kurve,  die  alle  Meridiane 
unter  demselben  schiefen  Winkel  schneidet.  Sie  fängt  beim 
Äquator  an,    geht  von   dort  schief  auf  einen  oder  den  andern 
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Pol  zu  und  endigt  schließlich   in   dem  Pol  selbst,    den   sie   in 

unendlich   vielen  Windungen   umkreist.     Es   sei    in  Fig.  9   der 

Sinus  totus,   der  zugleich  der 

Radius  des  Äquators  ist,    AC 

=  1.    BCD  sei  ein  Meridian, 

B  und  D  seien  die  Pole.    Der 

Tangens  des  Kurswinkels  sei  t. 

H  sei  ein  Punkt  auf  der  Loxo- 

drorae ,  seine  Breite  HC,  der 

Sinus  der  Breite  AE  und  der 

Sinus   des   Komplements,    der 

;     heiße,    HE.       Die    Länge 

aber,  d.  h.    der  Äquatorbogen 

zwischen    dem   Meridian    des   Ortes   H  und   dem  Anfang   der 

Loxodrome  möge   mit  .'•  bezeichnet  werden.     Dies   festgesetzt, 

lindet  man  nach  den  Ausführungen  ^^l  in  den  Acta  Lipsiensia 

von  1691,  S.  284,  als  Element  der  Länge 


dx  =  — 


#fZ; 


■Vi^ 


Um   diesen  Ausdruck   zu  vereinfachen,    setze  ich   zunächst 
Ä  =  1  :2>,  so  daß 


dx  =  —  dj)-.])-,     dx, :  ^ 
wird  und  schließlich 

dx  =  — 


--  —  dp  ij},     y  1  —  z^=  Vj)-  —  1  :p 
(dz  tdp 


M  —  %'^      Yp^  —  1 


Dann  erinnere  ich  mich,  daß  von  derselben  Form  vorhin 
das  Ordinatenelement  der  Kettenlinie  war,  und  setze  ähnlich 
wie  dort 


Daraus  finde  ich 

dx  ■■ 


Vj}'^  —  1  =  ^j)  —  q 
tdp 


tdq 
9 


Vp^—  1 
und  wenn  ich  weiter  q  =  1  —  r  annehme,  erhalte  ich  endlich 

(I         1  —  r 
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Diesen  Ausdruck  hätten  wir  übrigens  direkt  aus 


—  tdx  :  z  \'\  -2 

gewinnen  können,  wenn  wir  sogleich  gesetzt  hätten 

2  —  2r 

^  ~  2  —  2  ?•  H-  r2  ■ 

Aber  auf  solche  Substitutionen  zu  kommen,  ist  oft  schwer, 
wenn  man  es  nicht  schon  durch  Übung  weiß,  welche  Formeln 
ineinander  transformierbar  sind.     Man  bemerke,  daß 

r  =  ÄC—B.J 

ist,  d.  h.  gleich  dem  Überschuß  des  Radius  über  die  Tangente 
des  halben  Komplements  der  Breite  des  Punktes  //.  Setzt 
man  nämlich 

J5./=  1  —  /• 

und  zieht  die  Gerade  BH^  so  wird  wegen  der  Ähnlichkeit 
der  Dreiecke  HEB,  ABJ 


HE{x)  zu  EB  ;i  —  M—zX] 
sich  verhalten  wie 

AB{1    zu  BJ  \  —r). 

Daraus  ergibt  sich 

2  —  2r 


2  —  2  ?•  +  ?-2 ' 

wie  es  sein  muß. 

Wenn   man   aber  nach  XXXVI   die  Größe  tdr  :   1  —  r    in 
eine  Reihe  verwandelt,  so  erhält  man 

dx  =  tdr  +  trdr  -h  ff'^(^r  +  fr^dr  +  ■  ■  ■ 

und  daraus  durch  Summation 

^  =  tr-{-Y  ^'''  +  T  ''■'  +  T  ''■'  +  ■  ■  ■  • 

Hiernach  ist  klar,  wie    man   aus  der  gegebenen  Taugente 
des  halben  Komplements  der  Breite  die  Länge  findet. 
Man  muß  aber  wissen,  daß  das  Element  der  Länge 


Arithmetische  Sätze  über  unendliche  Reihen  usw.  77 

sich  noch  auf  andere  Weise  vereinfachen  hißt,  nämlich  indem 
man  setzt 

Dann  wird 

Vl-y'- 

und 

tdz         tdy 

~~      -Vi  _  «2  ~  1  —  2/- 

=  t(iy  +  fy'^<h  +  t'j*<^!J  -t-  ti/^dij  +  •  •  • 

(nach  XXX VI    und  endlich  alle  dx^  d.  h.  a-,  gleich 


Dabei  ist  klar,  daß  y  =Vl  —  s;2  =  AE,  also  gleich  dem 
Sinus  des  Bogens  HC  ist.  Danach  weiß  man,  Avie  das  Ge- 
suchte sich  auch  aus  dem  Sinus  rectus  der  Breite  bestimmen 
hißt,  wie  es  Lcibniz  in  den  Acta  Lipsiensia  von  1691,  S.  181 
gemacht  hat.  Hätte  ich  bei  der  Rechnung,  durch  die  ich  zu 
der  anfangs  erwähnten  Gleichung 

tdz 
dx=  — 


yi 


-yZ 


gelangte,  als  unbestimmte  Größe  den  Sinus  rectus  AE  statt 
den  Sinus  des  Komplements  HE  gewählt,  so  wäre  ich  offenbar 
gleich  zu  der  andern  Gleichung 

tdy 

dx  =  ' ^ 

1—2/2 

gelangt,  die  sich  direkt  in  eine  Reihe  verwandeln  läßt.  Wir 
können  übrigens  daraus,  daß  die  beiden  gefundenen  Reihen 
dieselbe  Größe  x  bedeuten,  beiläufig  folgendes  schließen. 
Wii'd  bei  einem  Kreise  der  Sinus  irgend  eines  Bogens  AE 
mit  //  bezeichnet  und  AC — BJ,  d.  h.  der  Überschuß  des 
Radius  über  die  Taugente  des  halben  Komplements,  mit  r, 
so  ist  immer 
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Wir  bemerken  auch,  wenn  der  Ort  H  im  Pol  selbst  Hegt, 
iu  welchem  Falle  r  =  1  =  j  ist,  daß  dann 


oder 


^  =  ^+Y'  +  y'  + 


ö  o 


wird.  Da  die  Summen  dieser  Reihen  nach  XVI  unendlich 
sind,  so  lehren  sie  uns,  daß  auch  die  Länge  des  Ortes  H 
unendlich  ist,  daß  also,  wie  ich  schon  sagte,  die  Loxodrome 
in  unendlich  vielen  "Windungen  um  den  Pol  herumgeht,  bevor 
sie  ihn  erreicht. 

Folgerung  1.  Wenn  auf  derselben  Loxodrome  außer 
dem  Ort  H  noch  ein  anderer  Ort  mit  bekannter  Breite  liegt, 
deren  Sinus  rectus  gleich  v  ist,  während  der  Überschuß  des 
Kadius  über  die  Tangente  ihres  halben  Komplements  den 
Wert  s  hat,  dann  wird  ebenso  wie  vorhin  die  Länge  des 
Ortes  gleich 


oder  gleich 


t[v  +  —  r3  +  y  r''  + 


^(^  +  -2-^-  +  y^'  + 


sein.      Und    daher    wird    der    Längenuuterschied    der    beiden 
Örter  die  Differenz  der  beiden  Reihen  sein,  d.  h. 


oder 


t\>i~^-  +  \-[iß~^)  +  \  (i/5 ~ f5)  H j 


,\r~s+^r^-~s^+\..r'~s>.+  ..] 


Wenn  man  sich  also  auf  einer  andern  Loxodrome  zwei 
Orter  denkt,  die  dieselben  Breiten  wie  die  früheren  haben, 
so  daß  y  und  r  oder  /■  und  ^'  dieselben  bleiben,  dann  ver- 
halten sich  die  Längenuuterschiede  wie  die  Tangeuten  der 
W'inkel,  die  die  Loxodromen  mit  den  Meridianen  bilden. 
Siehe  Acta  Lipsiensia,   1691,  S.  182  u.  285. 

Folgerung  2.  Aus  der  Vergleichung  dieser  Reihen  mit 
den  Reihen  im  Satz  XLII,    XLVI  und  XLVII  erhellt  die  Be- 
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ziehuug;  des  Problems  zur  Quadratur  der  Hyperbel  und  zu  deu 
Ldgarithmeu.  Wir  l)emerkeu  insljOaoudere,  daß,  wenn  die 
Suhtaugeute  der  logarithmischeu  Kurve  gleich  t  ist,  die  ge- 
suchte Länge  des  Punktes  //  gerade  der  Logarithmus  der 
Strecke  1  —  ?•,  d.  h.  BJ^  wird.  Das  geht  aus  XL VII  hervor. 
Ebenso  wird  sie  aber  auch  (wie  bei  Leibnix  a.  a.  0.) 
gleich  dem  halben  Logarithmus  der  Größe  [1 -\- y) :  {1 — y), 
d.  h.  DE:EB,  was  man  so  zeigt: 

Log   1+^  =ty-  ^  ty'-  +  ^ty'-~tyi-i-^ty^ , 

Log[l—y)=  —  ty—^^ty-^—  ..ty^—  ^ty^  —  -hß . 

Log|^-±|j  =  ^""-^^  +  2/]  -  Loga  -  y) 


=  2[ty 


+  Y^y^  +  \^'j' 


so  wird 


oder 


Folgerung  3.  Wenn  die  Länge  und  Breite  des  Ortes 
gegeben  ist,  so  ist  der  Winkel  der  Loxodrome  mit  dem  Meridian 
bestimmt.     Da  nämlich 

f:l=;r:  1^-4-^7/3+ A^5+...J. 

D.  h.  die  Tangente  des  gesuchten  Winkels  verhält  sich  zum 
Sinus  totus  wie  der  Längenbogen  zu  dem  Logarithmus  von 
BJ  oder  dem  halben  Logarithmus  von  DE:EB  und  nach 
Folgerung  1  auch  wie  die  Difierenz  zweier  Längen  zu  der 
Difierenz  der  Logarithmen  zweier  BJ  oder  der  halben  Differenz 
der  Logarithmen  zweier  DE:  EB.  Hierbei  muß  man  beachten, 
daß  die  Logarithmen  sich  auf  eine  Kurve  beziehen,  deren 
Subtangente  gleich  dem  Radius,  d.  h.  gleich  1  ist.  Man  be- 
merke noch  folgendes.  Wenn  der  Winkel  einer  Loxodrome 
gewünscht  wird,  die  erst  nach  einer  oder  nach  mehreren  ganzen 
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Umdrehungen  nach  dem  gegebenen  Orte  führt,  so  muß  man 
den  Bogen  des  Längenunterschieds  um  die  ganze  Peripherie 
des  Äquators  oder  um  ein  Vielfaches  von  ihr  vermehren. 

Bemerkung.  Aus  dem  l)isher  Gesagten  ergibt  sich  ein 
bequemes  Verfahren  zur  Herstellung  einer  Art  loxodromi- 
scher  Skala.  Es  sei  in  Fig.  8  BMo  ein  Bogen  des  Äqua- 
tors in  Grade  und  Minuten  geteilt.  Man  mache  ihn  zu  einer 
geraden  Strecke  auf  der  Achse  A  S  der  logarithmischen  Kurve 
C'B/.  und  schreibe  an  die  Teiipunkte  von  A  aus  die  Längen- 
grade heran.  Dann  nehme  man  auf  diesem  Bogen  unbestimmt 
einen  Punkt  31  an  und  halbiere  den  Bogen  Ma  durch  die 
Gerade  AT,  die  der  o/.  in  T  begegnet.  Von  T  aus  ziehe 
man  die  Gerade  TE  parallel  zur  Achse  ^-liS;  sie  treflFe  die 
logarithmische  Kurve  in  E.  Schließlich  falle  man  von  E  auf 
die  Achse  das  Lot  ER  und  schreibe  an  den  Punkt  E  die 
Anzahl  der  Grade  auf  dem  Bogen  BM  heran.  Dann  hat 
man  auch  die  Breitengrade,  und  es  ist  auf  diese  Weise  eine 
loxodromische  Skala  hergestellt,  die  in  erster  Linie  der  Loxo- 
drorae  dient,  deren  Winkel  eine  Tangente  gleich  der  Sub- 
tangente  der  logarithmischen  Kurve  hat.  Denn  neben  der 
Gradzahl  irgend  einer  gegebenen  Breite  steht  in  der  Skala 
sofort  die  Gradzahl  der  zugehörigen  Länge.  Dieselbe  Skala 
kann  aber  auch  für  jede  beliebige  Loxodrome  von  Nutzen  sein. 
Denn  nach  Folgerung  1  verhält  sich  die  Subtaugente  der  loga- 
rithraischen  Kurve,  mit  deren  Hilfe  die  Skala  konstruiert  ist, 
zur  Tangente  des  Kurswinkels,  wie  die  mittels  der  Skala  ge- 
fundene Länge  oder  LängendilVerenz  zu  der  gesuchten  Länge 
oder  Längendifferenz.  Eine  derartige  Skala,  die  zum  Gebrauch 
der  Seeleute  auf  einem  Proj)ortionenzirkel  eingraviert  ist  neben 
.einer  in  gleiche  Teile  geteilton  Linie,  die  die  Längengrade 
darstellen,  wäre  vielleicht  von  allen  Instrumenten,  die  die  See- 
leute bis  jetzt  gehandhabt  haben,  am  wenigsten  umfangreich 
und  am  nützlichsten 39).     Aber  dies  mag  hier  genügen. 

Zur  Beachtung. 

Bevor  wir  fortfahren,  kann  der  Leser  uns  vorhalten,  daß 
wir  bis  jetzt  bei  der  Sunniiation  der  Differentiale  für  jedes 
Element  immer   sein    reines    oder  absolutes  Integral   eingesetzt 

haben,    wie  z.  B.  .r  für  ilx,    -   .r-  für  xdx  usw.      Wir  wollen 

ihn    aber  wissen  lassen,    d.-iß  dies  keineswegs  so  weiter  geht. 
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Obwohl  nämlicb  eine  unbestimmte  Größe  x  nur  ein  Diflerential 
(Li-  hat,  so  hat  doch  dasselbe  Differential  dx  unendlich  viele 
Integrale.  Eins  davon  ist  das  reine  Integral  x,  die  übrigen 
sind  mit  einer  Beimischung  konstanter  Größen  behaftet,  x-{-a, 
X  —  b  usw.,  und  bei  dem  Summationsgeschäft  muß  mau  je 
nach  den  Umständen  bald  dieses,  bald  jenes  von  ihnen  wählen. 
Man  darf  nicht  ohne  (iefahr  des  Irrtums  unterschiedslos  immer 
das  reine  Integral  annehmen.  Um  daher  die  Klippe  zu  ver- 
meiden, die,. wie  ich  sehe,  allen  gemeinsam  ist,  die  diese 
Rechnungsart  unvorsichtig  bebandeln,  wollen  wir  noch  bei  dem 
einen  oder  andern  Problem  ein  Beispiel  davon  vorlegen.  Bei 
deren  Lösung  wird  dann  der  Leser  sehen  können,  woher  und 
durch  welche  Kriterien  man  erkennt,  was  man  für  irgend  ein 
Element  bei  der  Summation  einzusetzen  hat. 


LL 

Die  Länge  der  parabolischen  Kurve  durcb  eine 
Reihe  darzustellen  (Fig.  10.  Nehmen  wir  an,  daß  BGD 
eine  Parabel  sei,    deren  Scheitel  i?,    deren  Achse  BG^  deren 


Fiff.  10. 


Parameter  a ,  deren  Abszisse  BG  =  x,  und  deren  Ordinate 
GD  =  y  ist.  Die  Kurve  BGD  selbst  sei  gleich  s.  Dann  ist  das 
Element  i^ Cr  oder  GH=dx,  DH  =  dtj  und  GD  {Vdx'^  +  dy^) 
=  ds.     Nach  der  Natur  der  Kurve  wird 

ax  =  y- 
sein.     Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

adx ^^  2ydy 
und,  wenn  man  quadriert, 

a^dx^  =  a^{ds^  —  dy"^)  =  ^y~dy'^ 

Ostwalds  Klassiker.    171.  6 
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oder  durch  Herüberschaffen 

a^ds^  =  a-diß  -\-  'iy'^diß 
und  endlich  nach  Ausziehunor  der  Wurzel 


ads  =  dy  Va'^  -\-  4:y^  . 

Das  ist  die  Größe,  um  deren  Summation  es  sich  handelt.    Um 
zunächst  die  Irrationalität  zu  beseitigen,  setze  ich 


Dann  wird 
und 

mithin 

und 


Va^  +  4.y' 

i , 

-  - 

-22/. 

«2  =  ; 

-2  

4.^ 

ni 

^2  

a2 

y  — 

4;^ 

? 

dy  =  ^- 

^2  + 
4; 

a2) 

-2 

dz 

.v2  . 

/ ^-  +  a^ 


2%      ' 
also 

[%'^-\-2a^%'--\-a'^)dx 


ads  =  dy  Va^  -\-  4cy^  = 


8z^ 


Nach  den  Summen  dieser  Ausdrücke  müssen  ■wir  uns  jetzt 
umsehen.  Zu  diesem  Zweck  beachte  ich  die  Beziehung,  die 
der  hier  eingeführte  unbestimmte  Buchstabe  ;  zu  den  Ordi- 
naten  unserer  Kurve  hat.     Wegen  der  Annahme 


yo2  +  4?/2  =  -  _  2// 

erkeuue  ich,  daß  er  folgende  Beschafleuheit  hat.  Wenn  y  ==  0 
wird,  so  verschwindet  nicht  zugleich  ;,  sondern  es  wird  gleich  a. 
Ferner  sehe  ich,  daß  bei  wachsendem  //  um  so  mehr  auch 
z  wächst.  Man  denke  sich  daher  :;  auf  der  Geraden  EK 
vom  Punkte  E  aus  aufgetragen,  und  es  sei  das  erste  ; .  das 
dem  eben  entsteheudeu  //  entspricht,  EA  =  (7,  das  letzte  ;, 
das    dem   letzten    y    oder    der   Ordinale    aP   entspricht.    EK. 
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Nun  stelle  mau  sich  ein  veränderliches  Lot  AL  oder  KM  vor, 

das  \ou  ^1  nach  K  wandert  und  tiberall  gleich  -- x,^  ist  (d.  h. 

1  ^^ 

gleich  dem  absoluten  Integral  von  --  zdz).    Am  kleinsten  ist 

ö 

es    also    in    .1,    uämlich   gleich    --^  >'-.     Das  Inkrement  dieses 

Ib 

wandernden   Lotes   wird  gleich  -^zdz,  und  alle  Inkremente, 

8 

die   es    annimmt,    während    es    sich   von   A   nach   K  bewegt, 

werden  alle  ~  zdx   darstellen,    die   den  Ordinaten  y  von  der 
8 

kleinsten  (0)  bis  zur  letzten  \GD)  der  Reihe  nach  entsprechen, 
d.  h.  sich  auf  den  zu  rektifizierenden  Parabelbogen  BD  be- 
ziehen.    Es   bilden   also   jene   Inki'emente   offenbar    nicht    das 

ganze  KJI  \~zrX-\,    sondern   nur    seinen  Überschuß   über   die 


Gerade  ^-IL  1^:::  «2|,  d.  h.  die  Differenz  K2I — AL  oder 
'^n{^^  —  ^^)-  I^3,s  Integral  des  ersten  Gliedes,  welches  hier 
in  Betracht  kommt,  ist  demnach 

Ebenso   denke   ich   mir,    um   das    dritte  Glied  -~a*dz:  z^ 

o 

zu  integrieren,  z  auf  der  Geraden  XP  vom  Punkte  X  aus 
aufgetragen,  und  es  sei  das  erste  z,  das  dem  eben  entstehen- 
den  y    entspricht,    XO  =  a,    und    das  ä,    das  dem  letzten  y 

entspricht,    NP.      Nun    stelle   man   sich    die    Größe  —  a^ :  ^2, 

1  ^^ 

d.  h.  das   reine  Integral  von  -—  a^dz:z^,    etwa    das  Lot  OR 

o 

oder  PQ,  von  0  nach  P  wandernd  vor.     Sie  wird  dann  am 

grüßten  in   0  sein,    nämlich  gleicli  ttt^e^   "Qd  nach  P  zu  ab- 

16 

nehmen.     Die  Dekremente,    die    das  Lot  OB  erfährt,    bis    es 

nach  PQ  gelangt,  werden  alle  Elemente  -—  a^dz:  z^  bezeich- 

8 

neu.  die  dem  Parabelbogen  BD  entsprechen.     Aber  alle  jene 

6* 
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Dekremente  maclien  offenbar  nicht  die  ganze  Strecke  PQ  oder 
—  a4:-2   aus,    sondern    nur    die   Differenz    OB — PQ   oder 

-fß a^'.z"^.     Daher  ist  das  hier  in  Betracht  kommende 

16  16  ^ 

Integral  des  dritten  Gliedes  -—  a^dz  :  z^ 


16''"      16  z^' 

und  die  Summe  des  ersten  und  dritten 

/*1       ,  ri    a*dz         1       ,         o     .     1  /  .,        «"'\ 

_  1   z^—a* 
""16       «2 
Es    bleibt    noch    das    zweite    Glied    zu    erledigen    übrig: 

—  a^dz:z.  Da  es  sich  nicht  absolut  summieren  läßt,  ver- 
4 

wandle   ich   es   in    eine  Reihe,    indem   ich   vorher    x  :=  a  -\-  f 

setze,  damit  der  Nenner  zweigliedrig  wird.     Dann  ergibt  sich 

nämlich 

1     ,dz         1     ,     dt 

4        z  4       a-^t 

1      ,         1     ,  1    t^dt         1    fdt    , 

=  -—adt tdt-\- ^  -7-  ••  ■  • 

4  4  4      a  ^     a- 

(nach  XXXVIIi,  und,  wenn  man  die  Summation  vornimmt: 

Man   beachte,    daß    ich   hier  jedes  Glied  der  Reihe  durch 
sein   absolutes   Integral   ersetze,    weil   ich   aus    der    Gleichung 
%  =z  a  -\-  f    entnehme,    daß    für  x  =  a     d.  h.  //  =  0)    auch    t 
gleich  Null  wird,  ebenso  alle  die  fließenden  Grüßen 
at  /2  ^3 

4l^ '    4^  '    4^ '      ■  ■  ■ ' 

d.  li.  daß  diese  von  0  zu  fließen  oder  Inkremeute  zu  nehmen 
aufangeu.  Daraus  geht  nämlich  klar  hervor .  daß  alle  ihre 
Inkremente,  also  alle 
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1,1,  1  f^dt 

4  4  4     a 

1  1  1/3 

den   letzten  Größen   -rat.     -^t^,      —^  — ,      •••    gleich    sein 
4  8  12  a 

werden.    Dasselbe  ist,  Avenn  man  es  prüft,  bei  allen  Beispielen 

in   den  vorigen  Nummern    der  Fall.     Daraus  ist  zu  schließen, 

daß    wird  dort    mit  Recht  beim  Summieren   immer  die   reinen 

Integrale  angenommen  haben,  wenn  wir  auch  die  Begründung 

dafür   nicht   ausführlich   beigebracht  haben.     Aber  wir  wollen 

zu   unserm   Gegenstand   zurückkehren.      Wenn    die    gefundene 

Summe   des   mittleren  Gliedes   —-  a-dz  :  z  zu   der  oben  erhal- 

4 

tenen  Summe  hinzugefügt  wird,  so  ergibt  sich  die  Summe  aller 

d.  h.  es  ergibt  sich 

1  ^4  —  a*        1   /  1    .,         1/3         1/4  \ 

Di\ddiert  man  durch  a,    so  wird  die  Länge  der  Kurve  s  oder 
BD  gleich 

Setzt  man  endlich 

«  =  /  =  4     imd     z  =  a  ~{-  t  =  8  j 
so  wird  sie  gleich 

16  ^  2^3         4  ^ 

Da  in  diesem  Falle 

1  z^  —  a"^         3         ,  V2          9 

''  =  T-~^~  =  Y  "^^"  =  T  =  16 

ist,  so  folgt,  daß  bei  einer  Parabel  mit  dem  Parameter  4,  wenn 

9  3 

die  Abszisse  B  G  =  —  und  die  Ordinate   GD  =  —  ist,   der 

Parabelbogen  BD  die  Länge  77T+I ^ — 1 — 0 1 ^^t- 

16  2        3        4 
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Folgerung.  Vergleicht  man  die  Reihe  mit  der  in  SatzXLU, 
so  lernt  man  eine  Beziehung  zwischen  der  Parabel  und  dem 
hyperbolischen  Raum  zwischen  den  Asymptoten  kennen.  Es 
genügt,   darauf -hingewiesen  zu  haben. 

LIL 

Die  logarithmische  Kurve  durch  eine  Reihe  und 
anders  zu  rektifizieren.      Fig.  8  . 

Über  der  Achse  SÄa  stehe  die  logarithmische  Kurve  CB/.. 
Die  Ordinate  AB  sei  gleich  1,  eine  beliebige  andere  Ordi- 
nate FE  [Os]  gleich  z  und  ihr  Element  EF  ecf  gleich  dx. 
Gesucht  wird  die  Rektifikation  des  Kurvenstücks  BE  Bt  . 
Da  nach  XLVII  das  Element  der  Abszisse  AB  \Aq),  also 
FG  {cpy),  gleich  bdz'.z  ist,  so  wird 

EG^  =  EF^  +  FG^-  =  .U^.  +  ^  =  ^^+§^ , 

mithin  das  Kurvenelement  EG  {ey)  gleich 


dzVx^A-b'^ 


oder,    wenn   man  im  Zähler  und  Nenner  mit  ]  i'-^-b"^  multi- 
pliziert, 

[z^-{-b^)dz_      zdx  b^dx 


Z  Vz^  +  62  yx^  4-62         ;j;  ]/.  2  4.  ft2 

Es  handelt  sich  hier  um  die  Summation  dieser  Größen.     Da; 
reine  Integral  des  ersten  Gliedes  ist 


Vz^-\-b-^. 

Weil  X  =  AB  =  1  das  erste  v  ist,  so  muß  man  sich  denken, 
daß  Vx^  -\-  62  von  ]  1  +  b-  bis  zu  ]  .;2  -f  7/-  abnimmt  , wächst  , 
so  daß  also  alle  seine  Deki-emente  ^Inkremente  ,  soweit  sie 
hier  in  Betracht  kommen,  die  Summe 


A 


aU 


^^  =  >  1  -f-  i^J  —  yx"^  H-  62  (1  .;2  _j_  52  _  >  1  _j_  ^: 


Vs;2  4-  62 

haben,  die  gleich  der  Difl'erenz  der  Tangenten  iJÄ"  und  EX  tr 
in  B  und  Et    ist.     Das  Integral  des  zweiten  Gliedes 
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b^dx 


ist   nicht   so   einfach   zu  finden.     Ich   versuche  es   daher  nach 

vorheriger  Reduktion  zu  ermitteln,   und  zwar  nehme  ich  eine 

ähnliche  Reduktion  vor  wie  in  Satz  L  bei  der  loxodromischen 

Kurve,    weil   ich   bei  den  Elementen  eine  gewisse  Ähnlichkeit 

bemerke.    Ich  setze  also  zunächt  %  =  h'^:p  und  transformiere 

dadurch 

h^dz         .  bdp 

m    — 


Darauf  setze  ich 

Vö2  4-  2)^  =  i^  +  '/ ' 
oder 

7    9  <) 

0-  —  o- 

und  erhalte  daraus 

b'^dz  bdp  bdq 


Darin  erkenne  ich  aber  nach  XL VII  das  Element  einer  ge- 
wissen Abszisse  bei  der  logarithmischen  Kurve.  Diese  Abszisse 
bestimme  ich  schließlich  so.     Da 


ist,  so  wird 
also  umgekehrt 


ft2  _  52  ^2 

— und  z  =  — 

2q  p 

2b^-q 


&2_52 


—  b^A-byz^-j-  b'- 
q  = 


und  da  das  erste  z  AB  =  1  ist,  so  ist  das  zugehörige  erste  q 
gleich 

-  &2  _|_  &  1  1  4_  52  . 

Zur  Konstruktion  schneide  ich  auf  der  Tangente  BK  ein 
Stück  Ä'«  =  KA  ab,  auf  der  Ordinate  ein  Stüci  BV  =  Ba, 
und  durch  V  ziehe  ich  VX  parallel  zu  AK  Ebenso  nehme 
ich   auf  der  Tangente  vs    dasselbe    denke  man  sich  bei  NE 
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gemacht)    vr  =  vQ.    mache    dann    ev  =  ir    und    ziehe    vx 
parallel  zu  vq.     Dann  wird  sicher 

VX  =  dem  ersten  5  =  —  Iß  -\- h  V 1  -{- h"^ 
und 


vx  =  dem  letzten  q  = • 

Wenn  man  also  VX  und  rx  beide  oder  anstatt  ihrer  nur 
die  vierte  Proportionale  zu  T'A',  vx  und  AB  die  .SC  oder 
ffx  sei)  als  Ordinate  an  die  logarithmische  Kurve  anlegt,  so 
liegt  zwischen  den  Ordinaten  VX  und  vx  ein  Achsenabschnitt 
oder  auch  zwischen  AB  und  SC  [Gy.]  ein  Abschnitt  AS  Aoi 
(nach  der  Natur  der  Kurve  ebenso  groß  wie  der  andere),  der 
gleich 

'bdq 


ß 


ist,  d.h.  gleich  allen  hdq.q  o&tv  VLWtnh-dx'.zVh'^ -{- x^,  die 
zur  Rektifikation  des  Kurvenstückes  BE  {Bt\  dienen.  Setzt 
man  die  Differenz  zwischen  AB  und  .SC  (azi  =  x,  so  wird 
der  Achsenabschnitt 

AS[Ao)  =  hx±:^ &j;2  +  i- hx^  ±  \- bx^  -\ 

2  o  4 

(nach  XLVII).  Damit  ist  die  Summe  dieses  zweiten  zu  inte- 
grierenden Gliedes  b-dz:  zVx'^  -{-b'^  auch  durch  eine  Reihe 
gefunden.  Addiert  man  die  Summe  beider  Glieder,  so  werden 
alle  EG  [ey],  d.  h.   die  Länge  der  Kurve  BE  Be  ,  gleich 

Vl+b^  ^  yZ^-{-b^-{-bx  ±  -^  i.»;2  4-  i-  ^,,,-3  i  -i  i  j;4  4_  . . . , 

^  O  "^ 

d.  h.  gleich  der  Differenz  der  Tangenten  BK  und  EN  [e  r] 
zusammen  mit  dem  Achsenabschnitt  ^-iNfJa. 


Fünfter  Teil. 

Basel.  1704. 

Da  nicht  alle  surdischen.  geschweige  denn  alle  transzen- 
denten Größen,  die  mit  Differentialen  vermischt  sind,  in  der 
obigen   Weise   in    rationale    transformiert    werden    können,    so 
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müssen  wir  manchmal  zu  andern  Kunstgriflfen  unsere  Zuflucht - 
nehmen,  wenn  wir  unser  Ziel  erreichen  wollen.  Unter  diesen 
nehmen  wegen  ihrer  Allgemeinheit  einen  hervorragenden  Platz 
ein  die  Interpolationen  von  M'allis  oder  die  Erhebung  eines 
Binoms  zu  einer  unbestimmten  Potenz  oder  die  Annahme  einer 
fingierten  Reihe  für  die  gesuchte  oder  andere  Hilfsmittel,  von 
denen.  Je  nach  den  Umständen  bald  eins,  bald  mehrere  von 
Nutzen  sein  können.  Wir  werden  ein  paar  Proben  davon  an 
dem  einen  oder  andern  Beispiel  und  nachher  einiges  Allgemeine 
beibringren. 


LIII. 

Eine  surdische  oder  irrationale-Größe  in  eine  un- 
endliche Reihe  rationaler  zu  verwandeln,  mittels 
der  Wallisschen  Interpolationen. 

Man  reduziere  die  rationale  Größe,  von  der  eine  ge- 
brochene Potenz,  d.  h.  eine  Wurzel  oder  Basis  gesucht  wird, 
auf  einen  Bruch  von  der  Form  / :  {771  —  n) ,  wobei  man  771  ^  71 
annimmt.  Dann  verwandle  man  die  ganzen  Potenzen  dieses 
Bruches,  die  erste,  die  zweite,  die  dritte  usw.  mittels  fort- 
gesetzter Division  in  ebensoviele  unendliche  Reihen,  nach  den 
Sätzen  XXXVI  bis  XL,  in  folo:ender  Weise: 


Exponent 

Potenz 

0 
1 

2 
3 

1=1 
/                 / 

+ 

0 
hl 

+ 

I 

0 

/y?2 

+ 
1 

0 

/h3 

+  ••■ 

1     , 

171  —  71          m 

1 

771^ 
2l'ht 

1 
1 

771^ 
3/2  ,,2 

1 
1 

771^ 

4/2  «3 

771^ 

10/3^3 

1 
1 

[771  —  n)-         771- 
P             .        /3 

1 

7)1^ 

3Ihi 

1 
1 

77li 
6/3  »2 

I 

_j 

1 

4 

[771  —  ?i)3          771-^ 

1 

1 

1 

771^ 

10  Ihi^ 

1 

+ 

771^ 

20/^  «3 

1           1 
1 

{m  —  ?i)4      t7i^ 

1 

7)1^ 

1 

171^ 

1 

Bei  diesen  Reihen  wird  man  bemerken,  daß  die  Koeffizienten 
der  ersten  Glieder  gleich  1  sind,  die  Koeffizienten  der  zweiten 
die  natürlichen  Zahlen,  die  der  dritten  die  Dreieckszahlen,  die 
der  vierten   die   Pyramidalzahlen   usw.^Oi      Die    Glieder   selbst 
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entstehen,  indem  man  den  Bruch  l'.m,  der  zu  derselben  Potenz 
erhoben  ist,  zu  der  der  Bruch  l\{in  —  n)  erhoben  werden  soll, 
mit  1,  w  :  7W,  w2  :  m"^,  n^ :  m^,  .  .  .  multipliziert. 

Um  daher  die  Zwischenpotenzen  oder  die  Wurzeln  zu  finden, 
(wie  z.  B.  gewisse  geometrische  Mittel,  deren  Exponenten  arith- 
metische Mittel  zwischen  den  ganzen  Exponenten  sind),  muß 
man  die  figurierten  Zahlen  der  Glieder  interpolieren  nach  der 
TFfl/Zisschen  Lehre  in  Satz  172  ft".  der  »Arithmetik  des  Un- 
endlichen«. Es  ist  aber,  wenn  man  den  Exponenten  oder  In- 
dex  der  Potenz  p  nennt,    das   allgemeine  Symbol  der  natür- 

pip-4-  1) 
liehen  Zahlen  p ,    das   der   Dreieckszahlen  —^:^ — - — ,    das   der 

Pyramidalzahlen  T   o    q  '  ^^^  daselbst  in  Satz  182 

gelehrt  wird.     Wenn   man   nun  j)   die  Bedeutung  —    beilegt, 

1  , 

so  findet  man  die   ^te   Potenz    der   Größe    l :  [m  —  )ij,    und 

zwar  wird 


3^2        13    5»3 

4w2  "^  2-4.6?»3 


'    m  —  iz        '     m  \  2  m        2 

Wenn   man   unter  p   als  deutet,    so   erhält   man  die  ^te 

Potenz,  nämlich 

l7III  =  l7I  (i + 1^  +  iii^' +  iii^i^' -i- ...V 

^  m  —  n        y    m  \    ^3»i        3-6m2  ^  3-6-9m3    '        / 

3  3 

Deutet  man  es  als  ---,  so  gewinnt  man  die  ^te  Potenz  oder 


—  n'    m  —  n       m'    m\        2ni      2-4;/?2      2-4:Q>m^  '        i 


usw. 


Folgerung.    Wenn  man  /,   ///  und  )i  einander  gleich  setzt, 
so  wird  die  Größe 

/  l 


m  —  n         0 

Die  obigen  Reihen  gehen  aber  in  die  Koihen  der  reinen  Koef- 
fizienten über 
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i  +  l  +  i-^  +  U- 


i  +  _L  +  Li  +  Ll 

^  3  ^3-6^3.6 


3        3-5 

^2  ^2-4 


3-5 

2^4 


+ 
+ 


Diese  Reihen  entstehen  durch  fortgesetzte  Multiplikation  von 
Brüchen,  deren  Zähler  und  Nenner  in  arithmetischer  Progression 
aufsteigen  nach  Diflerenzen,  die  dem  ersten  Nenner  gleich  sind. 
Wir  können  aus  dem  Obigen  schließen,  daß  derartige  Reihen 
unendliche  Summen  geben.  Das  kommt  noch  klarer  auf  fol- 
gende Weise  heraus.  Man  vermindere  die  Zähler  und  mache 
sie  den  einzelnen  Nennern  gleich,  und  zwar  den  zweiten  Zähler 
dem  ersten  Neuner,  den  dritten  dem  zweiten,  den  vierten  dem 
dritten  und  so  fort.  Dadurch  erhält  man  z.  B.  anstatt  der 
ersten  Reihe: 

l  +  i-  +  ^'  +  ^^-^+... 
^  2  ^2-4^2-4-6^  ' 

d.  h.  wenn  man  die  sich  forthebenden  Zahlen  streicht, 

nach  Folgerung  2  in  XVI.     Daher  wird  um  so  mehr  die  Reihe 


1  + 


1-3       1-3-5 


2-4   '    2-4-6 


-f- 


wegen  der  größeren  Zähler  unendlich  sein.  Übrigens  ist  das 
letzte  Glied  jeder  Reihe  bald  Null,  bald  unendlich,  je  nachdem 
der  Exponent  j?  der  Potenz  oder  der  erste  Bruch  der  Reihe 
kleiner  oder  größer  als  1  ist.  So  ist  das  letzte  Glied  der 
ersten  Reihe 

JL     A     A     ^ 

Y  ■  T  ■  T  ■  T  ■ '  * 

Null.     Wäre  es  nämlich  etwas,  so  wäre  auch 
2       4       6       8 
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etwas,  weil  die  einzelnen  Faktoren  der  Reihe  nach  größer  sind 
als  bei  dem  vorigen  Gliede.  Daher  wäre  auch  das  Produkt 
beider  etwas,   d.  h. 

1357  2468 

Y  ■  T  *  T  •  T  *  '  ■  "^""^   3  ■  T  ■  T  ■  "9"  ■  ■  ■ 
oder,   wenn  man  die  Faktoren  beider  abwechselnd  mischt, 
1234  CO  —  1         1 


2       3       4       5  oo  oo 


0, 


da  alle  auf  den  ersten  folgenden  Zähler  und  alle  dem  letzten 
vorangehenden  Nenner  sich  gegenseitig  fortheben.  Das  ist 
aber  ein  Widerspruch.  Dagegen  ist  das  letzte  Glied  der  dritten 
Reihe,   d.  h. 

A  A  -L  A 

T  ■  T  ■  T  '  8 
unendlich.     Wäre  es  nämlich  endlich,  so  wäre  auch 

^     ^      _8^     10 

T  '  T  '  T  "    9    '  '  " 
endlich,  da  die  einzelnen  Faktoren  hier  kleiner  sind  als  dort. 
Es  wäre  daher  auch  das  Produkt  beider  endlich,  d.  h.^^) 

3       5       7  ,468 

_345       6  ^_^_ 

~  Y  ■  T  *  T  ■   5    ■  ■  ■  oo  —  1  "~  2  ~  °°' 

da  alle  dem  letzten  vorangehenden  Zähler  und  alle  auf  den 
ersten  folgenden  Nenner  sich  gegenseitig  zerstören.  Das  ist 
ebenfalls  ein  Widerspruch. 

LIV. 

Dasselbe  zu  erreichen  durch  Erhebung  eines  Bi- 
noms zu  einer  unbestimmten  Potenz. 

Die  rationale  Größe,  deren  Potenz  man  in  Form  einer 
Reihe  wünscht,  sei' durch  das  Binom  1  +  »  ausgedrückt,  wobei 
1  ^  M  angenommen  Avird.  Die  unbestimmte  Potenz  p  dieses 
Binoms  drückt  sich,  wie  schon  nlleuthalbon  nuter  den  Geo- 
metern  ))ekanut  ist,  durch  die  Reihe 
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aus'*^).  Man  sieht,  daß  die  Reihe,  so  oft  der  Exponent  p  der 
Potenz  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  notwendig  einmal  abbricht, 
da  mau  bei  der  weiteren  Fortsetzung  der  Koeftizieuteu 
p{2)  —  1)(^  —  2)  ...  notwendig  einmal  zu  p  — p  =  0  kommt. 
Dann  verschwindet  aber  das  betreffende  Glied  und  von  ihm 
ab  alle  folgenden.  Wenn  jedoch  p  eine  gebrochene  Zahl  oder 
negativ  ist,  so  werden  die  Koeffizienten  niemals  zu  Null,  und 
die   Reihe  läuft   daher    ins   unendliche.     Aus    diesem   Grunde 

hat  man  z.B.  für  p  =  — 

Li 

für  p  =  \ 

^  ,         11-3,       1^3;5    3   , 

yr+7.  =  '-T'^  + 2^4'^-- 2:1:6'^'+ •••' 

und  ähnlich  in  den  übrigen  Fällen. 

Man  beachte,  daß  die  Erhebung  eines  Binoms  zu  einer  un- 
bestimmten Potenz  und  das  Interpolationsverfahren  in  Wirk- 
lichkeit auf  dasselbe  hinauskommen  und  sich  auf  eine  und 
dieselbe  Grundlage  stützen.  Das  beruht  auf  einer  Eigenschaft 
der  iigurierten  Zahlen,  die  schon  oben  berührt  wurde.  Wir 
sparen  aber  ihren  Beweis,  um  hier  nicht  zu  ausführlich  zu  sein, 
für  eine  andere  Gelegrenheit  auf. 


LV. 

Bei  zwei  unbestimmten  Größen  die  Beziehung  der 
einen  zur  andern  durch  eine  Reihe  auszudrücken  mit 
Hilfe  einer  fingierten  Reihe,  die  man  statt  der  ge- 
suchten annimmt.^^j 

Man  setze  die  eine  der  beiden  Unbestimmten  a;,  ^,  deren 
Beziehung  zueinander  gesucht  wird,  etwa  v/,  gleich  der  Reihe 

a-\-hx-\-  cx^  +  ey?  +  •  •  • 
oder 
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oder 


Jakob  Bernoulli. 

a  +  hx^  +  cx^  -\-  exß  -\- 
a  -\-  hxß  -\-  cx^  -\-  ex^^  -\- 


oder  gleich  einer  ähnlichen,  je  nachdem  es  geeignet  erscheint. 
Darauf  ersetze  man  in  der  A^orgelegten  Größe  oder  Gleichung 
)/  durch  diese  Reihe,  ebenso  dy,  ddy,  ...  durch  das  erste, 
zweite,  .  .  .  Differential  der  Reihe.  Alsdann  werden  sich  durch 
Vergleichung  der  entsprechenden  Glieder  die  angenommenen 
Koeffizienten  a,  b,  c,  ...  bestimmen  lassen.    Es  folgen  Beispiele. 

LYI. 

Die  Relation  zwischen  den  Koordinaten  der  Elastica 
durch  eine  Reihe  zu  finden. 

Ein  Elater  werde  durch  eine  Kraft,  die  in  A  angebracht 
ist  und  nach  der  Richtung  ÄZ  zieht,  zu  der  Ki-ümmung  AQJi 
gebogen  (Fig.  11).     Es  sei 


Fig.  11. 

AB   oder    HZ  =  a, 

AE   oder    FQ  =  x, 

AP   oder    EQ  =  y, 

AQ  =  x. 

In  den  »Acta  Lipsiensia«,  1694,  S.  272  und  1695,  ^.  ö3^, 
ist  gezeigt  worden*^),  daß  die  Natur  dieser  Kurve  durch  die 
Gleichung 
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,  x^dx 

drj  = 


ausgedrückt  wird.  Wenn  jemand  nach  der  Methode  des  Dio- 
phaut,  die  wir  in  dem  vorigen  Teil  gebraucht  haben,  hier 
die  Irrationalität  beseitigen  wollte,  so  würde  er  ein  Menschen- 
alter verbrauchen ^5).  Denn  die  Geometer  haben  bemerkt,  daß 
eine  Summe  oder  eine  Differenz  von  zwei  Biquadraten  wie 
a*  —  X*  niemals  ein  Quadrat  bilden  kann.  Daher  müssen  wir 
unsere  Zutlucht  zu  den  Interpolationen  nehmen  oder  zu  der 
unbestimmten  Potenz  eines  Binoms,  und  zwar  in  folgender 
Weise. 

Erste   Art.      Bezeichnen   wir   x^    sowohl   mit   /   als   auch 
mit  n  und  a^  mit  vi,  so  wii'd 

x*       _        l 
a^  —  x*        m  —  n 

Nach  LIII  hat  man  also 


oder 


a:2        _  .r2       Ix«       l-Sa-^o 
y^TZr^i  ~  02  "^  2^  "^  2-4aio  +  ■  ■  ■ 

und,  wenn  man  mit  dx  multipliziert, 

x^dx  ,  x'^dx       Ix^dx       1  ■  Sx^^dx 

=  dij 


Hieraus  erhält  man  durch  Summation 

,  „     ,  -v''    ,      Ix'  1  .  3x11 

.4Poder^  =  3-^  +  ^-^  +  ^-^-^^„+.... 

Zweite  Art.     Deuten  wir  jetzt  a  als  1  und  — x-  als  «, 
so  wird 

a-*  —  X*  =  1  +  )i  und   -^=z=  =  -^=^  • 
Va^  —  xi       Vl+w 

Isach  LIV  ergibt  sich  hieraus 

1  1  113 

oder  =  1  -^       a;4  +  — —  x^ -\-  ■  ■  ■ 


Vl  +  n  ya.4— ,H  2         '2-4 
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und,  wenn  man  mit  x'^dx  multipliziert, 

oß  doc  1  1*3 

=  x'^dx  +  —--x^dx  +  n — 7  ^^^f'-JC 


yai—x*  2  '        2-4 

Durch  Integration  findet  man 

3  -^   +2-7       ^2.4-ll        ^ 
oder,  wenn  man  schließlich  die  Einheit  ergänzt, 
a;3  IxT  1  •  3a-ii 

3ä2~^2-7a6~'"2  •  4    11aiö~' 
wie  vorhin. 

Folgerung.     Wenn  man  x=  a  =  1  nimmt,  so  wird  das 
das  ganze  AZ  gleich 

3  "^2-7    '    2  •  4  •  11    • 
Vgl.  Acta  Lipsiensia  1G94,  S.  274  und  369. 

LVII. 

Dieselbe  Kurve  durch  eine  Reihe  zu  rektifizieren. 
Da  die  Gleichung  der  Kurve  wie  gesagt 

x^dx 


dy  = 


I  a*  —  x^ 
ist,  so  ergibt  sich  durch  Quadrieren 

x^dx'^ 

und 

x*d.r^  ,  ,         a*dx^ 

dx^  =  djf-  +  dx'-  =  ,  +  rf.'-2  = 

-^     '  a*  —  X*  (/*  —  X* 

mithin 

a'^dx 
dt  = 


ya*  —  x* 

Bezeichnen  wir  a*  bald   mit   /.  bald  mit  »i  und  j'  mit  », 


so  wird 

Ya 


_t^_    Ode.     |/^.=  ]/-^ 
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sein.     Daher  wird  nach  LllI 


|/_!_  „de,,  y^/'t- 

_  la;*       1  •  dx^       1  •3-5:£t2 

~     "*"  204  +  2  •4a8  "^'  2-4-6ai2  +  ' 

und  (nach  Multiplikation  mit  dx) 

a^dx  ,         Ix'^dx       l-3x^dx 

=  (l^  +  -ir-T-  +    ^    .    a    4- 


|'a4 .j-4  2a^  2  •  4a8 

und  sclüießlich,  wenn  man  summiert, 

Ix^  1  '  3.r9 

>i;   oder  ^  ()  =  .r  H -l +  •  •  • . 

^2  •  5a4^2-4-9a8^ 

Dasselbe  läßt  sich  in  ähnlicher  Weise  mit  Hilfe  von  LIV  zeigen. 
Folgerung.     Setzt   man  a;  =  a  =  1 ,   so   erhält   für   die 
ganze  Kurve  AQR 

.    ,      1  1-3 

Siehe  Acta  Lipsiensia  1694,  S.  274. 

LVIII. 

Grenzen  für  die  obigen  Reihen  zu  bestimmen. 

Da  die  nach  diesen  Methoden  gefundenen  Keihen  allzu 
laugsam  konvergieren,  so  ist  es  nicht  unzweckmäßig,  wenn  ich 
einen  Weg  zeige,  wie  wir  uns  mit  leichter  Mühe  ihren  Summen, 
soweit  es  für  die  Praxis  ausreicht,  nähern  und  dafür  Grenzen 
festlegen  können.  Es  handle  sich  z.  B.  um  die  beiden  letzten 
Keihen,  durch  die  die  Ordinate  BR  oder  AZ  der  Elastica  und 
die  Länge  AR  dieser  Kurve  ausgedrückt  wird,  nämlich 


1-3      .       1 • 3  ■  5 


^4- 


und 


3     '    2-7    '    2-411   '   2-4. 6- 15 

i,      1      I      1-3      ,       1-3-5 
^2-5^2-4-9^2-4-6l3^ 


Ich  nehme  eine  Größe,    deren  Integral  sich  erhalten  läßt, 
und  die  in  der  Nähe  der  gegebeneu 

x'^dx  ^        a^dx 

und 


y  öf*  —  x^  Va*  —  x^ 

Ostwalds  Klassiker.     171. 
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liegt,    ans    denen   die   vorgelegten  Reihen  geflossen  sind.     Ich 
nehme  z.  B.  die  Größe 

x^dx 


Va*  —  X* 


deren  Integral 


~-  a2 —  Va*  —  X* 


ist,  und  löse  sie  nach  der  gleichen  Methode  in  eine  Reihe  auf. 
Integriere  ich  die  Glieder  der  Reihe  und  setze  dann  für  x  und 
a  die  Einheit,  so  ergibt  sich 

4  ^2-8^2. 4 -12^2 -4-6 -16^ 
Diese  Reihe  ist  also  gleich 


-^  a2  —  —  T/o.^  —  x^  =  —  =  0,500  000  0 . 

Ct  dt  di 

Jetzt  fasse  ich  bei  den  einzelnen  Reihen  irgend  eine  An- 
zahl von  Gliedern  am  Anfang  zu  einer  Summe  zusammen  (was 
bequem  mit  Logarithmen  geschieht),  z.  B.  die  zehn  ersten 
Glieder.     Sie  geben  zusammen 

bei  der  ersten  Reihe  0,510256  0, 

bei  der  zweiten  1,220  718  7, 

bei  der  dritten  0,4119014. 

Bei   dieser    machen   also    die    übrigen   Glieder    hinter    dem 

zehnten,  um  die  Ergänzung  zu  —  oder  0,5000000  zu  liefern, 

0.088  098  6 

aus.  Addiert  man  diese  Zahl  zu  der  Summe  der  zehn  ersten 
Glieder  in  der  ersten  und  zweiten  Reihe,  so  kommt  heraus 

0,598354  6     und     1,308  817  3. 

Diese  Zahlen  sind  sicher  kleiner  als  die  Summen  der  ganzen 
Reihen,  weil  die  ein/.elnen  Glieder  der  dritten  Reihe  kleiner 
sind  als  die  entsprechenden  Glieder  der  übrigen. 
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Da  feiner  die  elften  Glieder  in  jenen  drei  Reiben 

1  -S-ö  -7  -e-  11-1315    1719 

2-4-6-8-l0-12-14-16-18-20l3  ' 

135  •••  19 

2-4-6  •-•  20-41' 

1-3-5  •--  19 
2-4-6  •--  20-44 

sind,  so  verhält  sich  offenbar  dieses  Glied  in  der  dritten  Reihe 
zu  demselben  in  der  ersten  Reihe  wie  43  zu  44  und  zu  dem- 
selben in  der  zweiten  wie  41  zu  44.  Dagegen  haben  die 
einzelnen  Glieder  der  dritten  Reihe,  die  dann  folgen,  zu  den 
Gliedern  desselben  Ranges  in  den  übrigen  Reihen  ein  Ver- 
hältnis, das  größer  als  43  zu  44,  bzw.  41  zu  44  ist.  Daher 
wird  auch  das  Verhältnis  der  Summe  aller  auf  das  zehnte 
folgenden  Glieder  in  der  dritten  Reihe  zu  der  Summe  aller 
auf  das  zehnte  folgenden  in  den  übrigen  Reihen  größer  als 
jene  Zahlen  sein.  Es  verhält  sich  nun  die  Summe  aller  auf 
das  zehnte  folgenden  Glieder  in  der  dritten  Reihe ,  d.  h. 
0,088  098  6  zu  0,090147  4,  bzw.  0,094  544  8  gerade  wie  43 
zu  44,  bzw.  41  zu  44.  Daher  werden  diese  Zahlen  größer  sein ' 
als  die  Summen  der  auf  das  zehnte  folgenden  Glieder  in  der 
ersten  und  in  der  zweiten  Reihe.  Addiert  man  sie  also  zu 
den  Summen  der  zehn  vorhergehenden  Glieder,  die  0,5102560 
und  1,220  7187  lauten,  so  werden  auch  die  entstehenden 
Zahlen  0,600403  4  und  1,315  263  5  größer  sein  als  die  Summen 
der  ganzen  Reihen. 

Damit  sind  also  Grenzen  gefunden,  zwischen  denen  die 
Summen  der  ersten  und  der  zweiten  Reihe  liegen.  Die  Grenzen 
jener  sind 

0,598  354  6     und     0,600403  4, 

die  Grenzen  dieser 

1.308  817  3     und     1,315  2635. 
Daher  ist  die  Ordinate  BR  oder  AZ 

größer  als  0,598  und  kleiner  als  0,601 , 
die  Kurve  AB  aber  selbst 

größer  als  1,308  und  kleiner  als  1,316, 

so  daß  die  drei  Linien  BZ,  AZ  und  AQB  sich  annähernd  ver- 
halten wie  10  zu  6  zu  13.     Vgl.  Acta  Lipsiensia,  1694,  S.  274. 
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Bemerkung.  Aus  der  Natur  des  Falles  schwerer  Körper 
wird  bewiesen,  daß  die  Fallzeit  eines  Pendels  längs  des  Yiertel- 
kreises  zur  Dauer  des  senkrechten  Falles  längs  seines 
Radius  sich  verhält  wie  die  Elastica  ^i?  zu  ihrer  Achse  RZ^ 
ein  Verhältnis,  das,  wie  wir  gezeigt  haben,  größer  als  1308 
zu  1000  und  kleiner  als  1316  zu'lOOO  ist.  Die  Dauer  des 
senkrechten  Falles  längs  des  Kreisradius  aber  verhält  sich  zu 
der  Fallzeit  längs  des  halben  Radius  wie  ]  2  zu  1  und  die 
Fallzeit  längs  des  halben  Radius  zu  der  Fallzeit  längs  eines 
äußerst  kleinen  Bogens  (nach  Huygcns  im  Horologium  oscilla- 
torium,  S.  155],  wie  der  Durchmesser  des  Kreises  zum  halben 
Umfang,  d.  h.  wie  226  :  355.  Man  kann  also  schließen,  daß 
die  Fallzeit  des  Pendels  längs  des  ganzen  Viertelkreises  zur 
Fallzeit  längs  eines  äußerst  kleinen  Bogens  in  einem  Verhältnis 
steht,  das  größer  als  3400  zu  2888  und  kleiner  als  3400  zu 
2869  ist.  Das  Verhältnis  3400  zu  2900  oder  34  zu  29,  da> 
der  genannte  Autor  daselbst  auf  S.  9  für  diese  Fallzeiten  an- 
gibt, fällt  offenbar  außerhalb  dieser  Grenzen. 

LIX. 

Den  Numerus  eines  gegebeneu  Logarithmus  durch 
eine  Reihe  zu  finden. 

Man  denke  sich  die  logarithmische  Kurve  PCQ.  Ihre 
Achse  sei  AD,  die  konstante  Subtangente  gleich  t,  die  Ordinate 
BC  =  1,  der  gegebene  Logarithmus  BJ  Bi  =  .r  und  sein 
Numerus  JO[io)  =  y.  Dann  ist  nach  der  allgemeinen  Natur 
der  Kurven 


:±: 

dy 
dx 

y 

'  t  ' 

mithin 

y 

—  ±^ 

tdy 
dx 

Man  s( 

etze 

nach 

der 

Vorschrift  in  Satz 

LV 

y 

=  1 

+  hx 

+  ex 

2  +  0- 

'  + 

Durch 

Differentiation 

folsrt 

g  =  6  +  2o.  +  3cx2  + 


und  es  wird  also  sein 
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1  4_  Ijj:  4-  cx2  H =^y  =  ±^11 

'  ^  -^  dx 

=  ±bf±  2ctx  ±  Setrß  =b  •  •  • . 
Vergleicht  man  die  entsprechenden  Glieder,  so  erhält  mau 

^        -    t  '  ~  2t        1-2^2' 

.      c.  ,  1 

e  = 


St  1-2 -3^3' 

Setzt  man  diese  Werte  der  Koeffizienten  ein,  so  ergibt  sich 
X  x"^       ,  x^ 

Vgl.  Acta  Lipsiensia  1693,  S.  179. 

Dasselbe  auf  andere  Weise  ohne  Zuhilfenahme  der 
Differentiale. 

Man  denke  sich  den  Logarithmus  BJ{Bi)  in  beliebig  viele 
gleiche  Teile  BE,  EF,  FG  usw.  {Bs,  srp,  (py  usw.)  geteilt. 
Ihre  Anzahl  sei  n,  und  die  einzelnen  Teile  mögen  d  heißen, 
so  daß 

nd  =  BJ[Bi)  =x 

ist.     Man  konstruiere  an  der  Kurve  ebenso  viele  Ordinaten 

EK^  FL^    GM  usw.   (£•/ ,  r/i/.,  yu  usw.) 

und  verbinde  die  Endpunkte  C  und  K  {■/.)  von  BC,  EK  {£■/.) 
durch  die  Gerade  CK[Cy.).  Der  Achsenabschnitt  zwischen 
der  verlängerten  CK[G-a)  und  der  Ordinate  BC  sei  gleich  t. 
Dann  wird  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke 

t\l{BC)  =  [t±zd)-Al±z  —  =  EK[e -/))  • 

Da  wegen  der  Gleichheit  von  BE^  EF,  FG  usw.  [Be,  E(p, 
tf  y  usw.)  die  Ordinaten  BC,  EK,  FL  usw.  {BC,  s/.,  cp?.  usw.) 
in  stetiger  Proportion  stehen,  und  die  erste  von  ihnen  BC=  1 
ist,  so  wivd  FL{(p/.)  die  zweite,  GM{yf.i)  die  di'itte,  RX{qv) 
die  vierte   und   schließlich  JO[io)  oder  y  die  «te  Potenz  der 

Ordinate  EK{sy.)    oder   1± —    bezeichnen;    denn   n   ist   die 

Anzahl  der  Teilchen,  in  die  man  BJ{Bi)  zerlegt  hat.  Diese 
Potenz  wird  nach  LIV  gleich 
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_    ,    nd    ,    n(n — l)d^    ,   n.n — l)(n — 2  d^ 

~      t     ^         l-2<2  1-2.  3^3  ^ 

gefunden.  Wenn  wir  nunmehr  n  unendlich  annehmen,  so  wird 
die  verlängerte  CK[Cv.)  in  die  Taugeute  übergehen  und  t  in 
die  Subtaugente  der  logarithmischen  Kurve.  Ferner  werden 
die  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .  gegen  n  verschwinden,  so  daß  a —  1, 
n  —  2,  «  —  3,  .  .  .  ebenso  viel  gelten  wie  n.    Es  wird  dann  also 

,    nd        ii^d"^  _^      n^d"^ 
^  ""      ~  T"^l-2i2-^ny^3^~^ 


X 


,.3 


wie  oben.'*^] 

Mau  beachte,  daß  im  Falle  x'^t  die  Glieder  der  Reihe 
zwar  bis  zu  einer  gewissen  Stelle  wachsen,  schließlich  jedoch 
Schritt  für  Schritt  abzunehmen  beginnen  und  zuletzt  nach  Xull 
hinstreben.  Nimmt  man  nämlich  vom  Anfang  an  m  Glieder, 
so  Avird  nach  dem  Gesetz  der  Reihe  das  letzte  unter  ihnen 


1.2  ...  [m—  1)V' 
sein  und  das  nächstfolgende 


1-2  ••■  mt" 


Jenes  verhält  sich  zu  diesem  wie  mt:x.  Da  nun  das 
Verhältnis  t:x  ein  bestimmtes  ist.  die  Gliederzahl  ///  aber 
immer  größer  und  größer  augenommen  werden  kann,  so  wird 
auch  das  Verhältnis  mt :  x  schließlich  größer  als  jedes  gegebene. 
Wenn  aber  x  =  t  oder  <Cit  ist,  so  konvergiert  jene  Reihe, 
und  andere  vou  dieser  Art,  gleich  von  Anfang  an  sehr  rasch 
und  um  so  rascher,  je  kleiner  ./•  ist.  Daraus  lernen  wir,  daß 
sich  viel  bequemer  und  mit  geringerer  Mühe  eine  Logarithmen- 
tafel herstellen  läßt,  wenn  mau  nach  diesem  Satze  aus  den 
gegebenen  Logarithmen  die  Zahlen  berechnet,  als  wenn  man 
umgekehrt  nach  XL VII  aus  den  gegebenen  Zahlen  die  Loga- 
rithmen sucht.  Freilich  bietet  sich  uns  auch  dort  eine  nicht 
zu  verachtende  Abkürzung.  ^^)  Da  wir  sie  bei  dem  genannten 
Satze  unerwähnt  vorübergehen  ließen ,  so  müssen  wir  sie  hier 
noch  kurz  angeben.  Es  sei  bei  der  logarithmischen  Kurve 
(Fig.  8,  Nr.  XLVII)  AB=a,  die  Subtaugente  AK=  f,  BJ=  u 
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und  Bi  =  s,  mithin  RE  =  a  —  n,  und  ot  =  a-\-  s.    Dann 
findet  man  nach  XLVII 

/2  J/.3 


nnd 


a        2  «2       3fi'*  / 

(S  S^  5^  \ 
ö~^  +  ö^  —  .  .  .) 


Es  folgt  aus  der  Natur  der  logarithmischen  Kurve,  daß 
diese  beiden  Reihen  einander  gleich  sind,  wenn  die  drei  Ordi- 
nalen RE^  AB,  QE  oder  a  —  m,  a  und  a -\- s  eine  stetige 
Proportion  bilden,  weun  also 


a-\-  s 

gesetzt  wird.    Da  aber  bei  dieser  Annahme  immer  tt<^s  wird 

und    z.  B.  den    Werten   s  =  a,    -^-a,    —«,...    die    Werte 

111  2  6 

?<  =  ^  « ,  ~q"  ^ '   ~r  ^' '  •  ■  •    dtsprechen ,    so   wird  immer   die 

w  O  4 

erste  Reihe  viel  schneller  konvergieren  als  die  zweite.  Daher 
kann  man  bei  der  praktischen  Berechnung  der  Logarithmen 
viel  Arbeit  sparen,  wenn  man  also  z.  B.  (im  Falle  .s  =  a)  statt 
der  Reihe 

1,1         1 

1-Y  +  T-T+-- 

d.  h.  statt 

l-2^3-4^5-6^ 
die  Reihe 

l-2^2-4^3-8^4-16^ 

einsetzt.  Denn  durch  die  18  ersten  Glieder  dieser  Reihe  er- 
reicht man  eine  ebenso  große  Annäherung  wie  durch  1000 
Glieder  der  andern.  Dasselbe  läßt  sich  zu  Folgerung  3  in 
XLVII  beti'effs  der  Bestimmung  der  Subtangente  der  logarith- 
mischen Kurve  bemerken.  Aber  die  Enge  des  Raumes  ver- 
bietet eine  ausführlichere  Darlegung  dieser  äußerst  nützlichen 
Sache. 

Bemerkung.     Eine  Summe  Geldes   sei    auf  Zinsen   ange- 
legt mit  der  Bestimmung,    daß  in  den  einzelnen  Augenblicken 
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ein  proportionaler  Teil  der  Jahreszinsen  zum  Kapital  ge- 
schlagen wird.  Man  stelle  aber  das  Kapital  selbst  durch 
BG  oder  1  dar,  den  Zeitraum  eines  Jahres  durch  BJ 
oder  ,/:,  und  er  sei  mittels  der  Punkte  E^  F,  G  usw.  in  un- 
zählige gleiche  Augenblicke  geteilt.  Der  Jahreszins  sei  -^• 
Die  gefundene  Reihe 

■ 

~^T^  1  •  2 ^2  +  1-2 -3^3  +  •  •  • 

d.  h.  (wenn  man  das  Kapital  1  mit  a  und  den  Zins  -  mit  /; 
bezeichnet)  ' 

^2  63 

^^  +  *  +  2^  +  r2T3^+--' 

wird  den  Wert  dessen  angeben,  was  am  Ende  des  Jahres  ge- 
schuldet wird.  Wie  nämlich  die  Jahresfrist  BJ  sich  zu  ihrem 
ersten  Augenblick  BE  verhält,  oder  wie  x  sich  zu  d  verhält, 

X 

so  verhält  sich  der  Jahreszins  —  zu  dem  Proportionalteil  des 

Zinses.     Dieser  wird  also  —  sein.     1  -j ,  oder  die  Ordinate 

EK  wird  das  um  den  genannten  Proportionalteil  des  Zinses 
vermehrte  Kapital  darstellen.  Das  vermehrte  Kapital  EK  wird 
dann  im  zweiten  Augenblick  FL  liefern  und  dieses  ebenso  im 
dritten  Augenblick  GM  usw.,  da  BC,  EK,  FL,  GM  usw. 
Proportionalen  sind.  Daher  wird  die  letzte  Ordinate  JO.  die 
sich  durch  die  gefundene  Reihe  ausdrückt,  den  Wert  dessen 
bezeichnen,  was  dem  Gläubiger  nach  Verlauf  des  ganzen  Jahres 
geschuldet  wird.     Vgl.  Acta  Lipsiensia  1690.  S.  222.**) 

LX. 

Den  Inhalt  des  Raumes  zu  finden,  der  von  der 
erzeugenden  Kurve  der  Elastica  begrenzt  wird,  d.  h. 
von  der  Kurve,  aus  der  diese  durch  Abwicklung  ent- 
steht (Fig.  11). 

Die  Elastica  AQU  werde  durch  Abwicklung  der  Kurve 
J/iVr  beschrieben,  und  der  abwickelnde  Faden  sei  QX  DG). 
Er  schneide  mit  seiner  Verlängerung  die  Achse  in  T',  und  mau 
setze  wie  oben 

7?Z=a,     PQ  =  x,     AP=>f. 
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Da  aus  Acta  Lipsiensia  1694,  S.  273,  hervorgeht,  daß 


ist,  so  wird 


und 


QN=~QV 


NS  =  --  FQ  =  ^dx 


sein,  ferner  wegen  des  rechten  Winkels  DQN 
DF'.FQ  oder  dy  :  dx 
=  x^  :  Va^  —  x^      (nach  der  Natur  der  Elastica) 
1  d  rV n^ 7-* 

=  ^  dx[NS)  :         l^,^         =  SG  oder  HJ , 
mithin  HJX  NH  oder  das  Rechteck  NJ  gleich 


xdxVa^  —  X*        {a^x  —  x^)dx 
4a;^  ~  4a;2|/a4_2;4 

a*xdx  x^dx 


4a;2  Yai  —  x^       4  Va^  —  x* 

Das  ist  das  Element  des  Raumes  MNHZ,  und  es  handelt 
sich  um  die  Summation  dieses  Elements.  Das  Integral  des 
zweiten  Gliedes 

x'^dx 


4  Va*  —  x^ 
in  bezug  auf  den  Kurventeil  RQ  oder  MN  ist 

—  Va*  —  x^  . 

Das  erste  Glied  aber, 

a*xdx 


4a;2>V  — cc4  ' 

läßt  sich  nicht  absolut  summieren  und  wird  nach  Beseitigung 
der  Ii'rationalität  in  eine  Reihe  verwandelt  werden,  wie  folgt. 
Man  setze 

Va^  -  x^  =  —  -  «2 . 
a 
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Dann  wird 


a2  4-  ^2 
und,  wenn  man  differentiiert, 

_  {aH^  —  a^)dt 

-  XdX  —        ^^2  _^  fi)2       ' 

ferner 

«2    oder,.  Ka'*  —  x^  =  — „    ,    ^, 

a  a2  4-  <- 

und  endlich 

a*xdx  a~dt 


4:X^Va^  —  x*  8; 

Wenn  x  seinen  größten  Wert  a  hat,  so  wird  anch  t  =  a. 
und  wenn  x  abnimmt,  so  wächst  t.     Man  setze  daher 

t  =  a  -\-  s. 
Dann  ist 

a^dt  a^ds  1    a-ds 

1       /(Zs       sds      s-ds       s^ds  \ 

nach  XXXVII.    Nimmt  man  die  Summation  vor,  so  erhält  man 

ra'^dt  __  r       a*xdx 

J     8t       J  ^x'^ya*  —  x* 

(das  Zeichen  —    lassen  wir  fort,   weil  es  hier  nur  die  bezüg- 
liche Abnahme  der  x  andeutet) 

^J^    2/_f fL_i_-i! —-\-        \ 

~  8  ^'  U        2a2"^3«3       4a^"^  '  '  '/  " 

Zieht  mau  davon 

._^dx        _1^— — ^ 

J    4]«.^  — ic-i         8 

ab,  so  ergibt  sich 

/a^xdx  p       x'^dx 

4a;2  Ya^  _  j;^  "J  4  Vä^  —  0^ 

1       /  s         s-         s^  \        1      

8       \a        2a-^Sai  f        8 


Arithmetische  Sätze  über  unendliche  Reihen  usw.         107 
Das  ist  der  gesuchte  Raum  MXHZ.     Nimmt  man 

ßS 


a+  s' 


s 

a 

2a2   '   3a3 

u 
a 

«2         e.3 

^2a2   '    3a3 

so  wird 


gleich  der  Reihe 


nach  einer  Bemerkung  beim  vorigen  Satze.  Daher  läßt  sich 
der  genannte  Raum  MNHZ  auch  so  ausdrücken: 

T^^  (77+2^2+3^3+ •••)-^l/^^^--^- 
Bei  der  Annahme 

a2  =  8  und  s  =  a,  also  t  oder  a  -\-  s  :^  2a 

und  X  oder  ]/ -^^  =  2a'\/^ 

und  ?^  oder   =  — -  a  , 

a  4-  *'         2 

wenn  also  dem  über  21 Z,  der  Hälfte  von  RZ^  konstruierten 
Halbkreis  das  gleichschenklige  Dreieck  MCZ  einbeschrieben 
ist,  dessen  Schenkel  MC  die  Einheit  bezeichnet,  und  der  Kurve 
MNT  die  Ordiuate 

augelegt  wird,  bemerke  man,  daß  der  genannte  Raum  MNHZ 
gleich 

2^3      4^5  5 

wird,  oder  auch  gleich 

l-2^2-4^3-8^4  •  16^  5 

Vgl.  Acta  Lipsiensia  1694,  S.  273. 

Folgerung  1.     Aus  dem,    was  ich  an  der  eben  zitierten 
Stelle  der  Acta  gelehrt  habe,  kann  man  entnehmen,  daß 


NH\ 
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Qr=^'-     und     QX=^QV=-^^ 

a-dx 
und  DQ  oder  fZv  = 


Va*  —  x4 
ist.     Es  folgt  daraus,  daß  das  Dreieck 

a*dx 


(^QDX^QX^  = 


QGDIQDX 


4a;  Va*  —  x* 
mithin    alle  Dreiecke  QGD   oder   der   Raum  BMXQR  gleich 

/a^dx 
^xVa^  —  .r*  ' 
also  (wie  gezeigt  worden)  gleich  dem  Raum 

x^dx 


MX 


/x^ax 
==^. 


Da  nun 


/: 


x^dx  .       1    ,  — - 

oder  -—  V  a* 


4:Vai  —  x^  8 

den  vierten  Teil  des  Elasticagebietes  PQRZ  ausdrückt  ^was 
von  selbst  klar  ist),  so  können  wir  schließen,  daß  der  Raum 
RMXQR  die  Fläche  MX  HZ  um  ein  Viertel  von  PQRZ 
übertrifl't. 

Folgerung  2.     Das  Diflerential 

"sT' 

auf  welches  wir  das  Element  des  Raumes  MX  HZ  oder  RMXQR 
zurückgeführt  haben,  bezeichnet  auch  das  Element  eines  hyper- 
bolischen Gebietes  zwischen  den  Asymptoten,  dessen  Abszisse 
vom  Mittelpunkt  aus  gleich  t  ist.  Nun  wächst  aber  t  unter 
der  von  uns  gemachten  Annahme 

/.r2 


1  a4  _  .,.4  =  ^ „2 

a 

ins  Uueudliche.  wenn  .'  nach  Null  abnimmt,  und  ein  ius  Un- 
endliche sich  ausdehnendes  hyperbolisches  Gebiet  ist  unendlich. 
Deshalb  ist  auch  der  ganze  unbegrenzte  Raum  bei  der  Er- 
zeugenden der  Elastica,  d.  h.  MXTIIZ  oder  J\Ti//f  unendlich. 
Siehe  Acta  Lipsiensia  a.  a.  0. 


<--'"~j      *.Aj      i.y\j      «./V»       <-^sj       i>%j       >_/No       c/^->       cAj       cAj       c^Nj      t/sj      cAj 


Aninerkuiigeii. 

über  das  Leben  der  beiden  BcrnouUi  ist  in  Heft  107  dieser 
Sammlung  berichtet  worden.  Hier  sei  nnr  hervorgehoben,  daß 
Jakob  BcrnouUi  (1654 — 1705)  und  sein  Bruder  Johann  BernouUi 
1667 — 1748'  innerhalb  der  Lf «7>«/;t3chen  Schule  die  bedeutend- 
sten Förderer  der  Infinitesimalrechnung  waren.  Unter  den  An- 
hängern Newtons  wird  man  Männer  von  ähnlicher  Genialität 
und  Arbeitskraft  nicht  nennen  können.  Den  BcrnouUi  ist  es 
zu  danken,  daß  die  Lcihnizsche  Auffassung  der  Infinitesimal- 
rechnung und  seine  zweckmäßige  Symbolik  gleich  zu  Anfang 
eine  so  große  Verbreitung  fanden.  Ein  Schüler  Johann  BcrnouUis, 
der  Marquis  de  l'HospitaU  war  es  auch,  der  das  erste  Buch 
über  Differentialrechnung  schrieb  i  Analyse  des  infiniment  petits, 
1696).  Der  Vater  des  berühmten  EuJer  studierte  bei  Jakob 
BernouUi,  und  Leonhard  Euler  selbst  gehört  zu  den  Schülern 
Johann  BernouUis. 

Die  obigen  Aufsätze  über  unendliche  Reihen  stehen  zwar, 
vom  modernen  Standpunkt  betrachtet,  nicht  auf  Höhe  der 
mathematischen  Strenge.  Aber  es  finden  sich  doch  darin  viele 
Stellen,  wo  man  über  die  Korrektheit  der  Beweisführung  staunen 
muß.  Z.  B.  wird  in  durchaus  befriedigender  Weise  gezeigt, 
daß  im  Falle  0  <  «  <  1 

lim  a"  =  0 

ist  (S.  6).     Ferner  wird  wirklich  bewiesen,  daß 

,.     a  -\~  nb         b 

um ,  =  — - 

c  -^  nd        d 

ist. 

"Wenn  man  den  Wert  einer  mathematischen  Leistung  nach 
der  anregenden  Wirkung  beurteilen  will,  die  sie  auf  die  Zeitgenos- 
sen ausgeübt  hat,  so  muß  mau  BcrnouUis  Untersuchungen  über 
unendliche  Reihen  sehr  hoch  stellen.    Wir  finden  diese  Arbeiten 
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z.  B.  bei  Euler  mehrfach  zitiert  und  können  konstatieren,  daß 
sie  ihn  auf  wichtige  neue  Gedanken  gebracht  haben  (vgl.  z.  B. 
Anm.  17). 

Was  die  Geschichte  der  unendlichen  Reihen  anbetrifft,  so 
finden  sich  schon  bei  Euklid  und  Ärchimcdes  Darstellungen  von 
Größen  durch  unendliche  Eeihen,  wie  überhaupt  unendliche 
Prozesse  den  alten  griechischen  Mathematikern  nichts  Ungewöhn- 
liches waren  (vgl.  Euklid.  Buch  X).  Von  späteren  Förderern 
der  Theorie  der  unendlichen  Reihen  muß  man  besonders  Xiko- 
laus  Mercator  (1667  erschien  seine  Logarithmotechnia)  nennen. 
Er  war  ein  Deutscher,  und  zwar  ein  geborener  Holsteiner,  ist 
aber  nicht  zu  verwechseln  mit  dem  Geographen  Gerhard  Mercator. 
Nikolaus  Mercator  qnadrierte  die  gleichseitige  Hyperbel 

indem  er  1  :  (1  -|-  x)  durch  fortgesetzte  Division  in  die  Reihe 
1  —  X  -\-  x^  —  3:3  _|_  ... 

entwickelt  und  dann  (modern  ausgedrückt:  gliedweise  integrierte. 
Dies  war  das  erste  Beispiel  einer  Integration  mit  Hilfe  der 
Reihenentwicklung  (vgl.  oben  S.  54ff.). 

Auch  der  berühmte  Wallis  (1616  — 1703  hat  sich  viel 
mit  unendlichen  Reihen  beschäftigt.  Wir  finden  bei  ihm  schon 
die  Reihe  der  reziproken  Quadratzahlen 

J_+±+l+... 

von  der  Jakob  Bernoulli  auf  S.  24  der  obigen  Arbeit  spricht, 
und  deren  Summe  erst  Eulcr  gefunden  hat. 

Es  ist  interessant  zu  sehen,  wie  sich  diese  Forscher  zur 
Frage  der  Konvergenz  stellen.  Die  Unterscheidung  zwischen  kon- 
vergenten und  divergenten  Reihen  war  ihnen  keineswegs  fremd, 
was  sich  auch  in  Benioullia  Aufsätzen  deutlich  zeigt.  Sie 
wußten  auch  schon,  daß  bei  einer  konvergenten  Reihe  das  all- 
gemeine Glied  den  Grenzwert  jSuU  hat,  daß  dies  aber  keine 
hinreichende  Konvergenzbedinguug  ist  (vgl.  S.  Id'.  Trotzdem 
rechneten  sie  mit  divergenten  Reihen  meist  wie  mit  konvergenten. 
Zwar  tiel  es  ihnen  schon  auf.  daß  man  dabei  unter  Umständen 
falsche  Resultate  findet  (vgl.  S.  36).  Sie  suchten  aber,  der- 
artige »Paradoxien«  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  aufzu- 
klären.    Ganz   auf  den  (Jobrauch    der   divergenten  Reihen   zu 
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verzichten,  konnten  sie  sich  nicht  entschließen,  und  auch  Euler 
rechnet  mit  ihnen  ohne  Bedenken  weiter.  Man  darf  dieses 
Verhalten  der  berühmten  Forscher  nicht  belächeln.  Auch  in 
der  modernsten  Mathematik  gibt  es  ähnliche  Erscheinungen. 
Die  Paradoxien,  die  in  der  Mengenlehre  zum  Vorschein  kamen, 
haben  die  Mathematiker  keineswegs  veranlaßt,  auf  die  unend- 
lichen Mengen  überhaupt  zu  verzichten.  Sie  haben  vielmehr 
bei  jeder  Paradoxie  eine  Erklärung  gesucht  und  sich  so  darüber 
hinweggeholfen.  Erst  in  allerjüngster  Zeit  hat  sich  dieser  Zu- 
stand geändert  durch  die  axiomatische  Begründung  der  Mengen- 
lehre, wie  sie  Zcrmcio  gegeben  hat. 

So  kann  man  vielleicht  auch  sagen,  daß  die  BcrnoulU,  Euler 
und  andere  nicht  so  unrecht  hatten,  wenn  sie  trotz  einiger 
Paradoxien  die  divergenten  Reihen  als  Forschnngsmittel  ruhig 
beibehielten,  und  daß  Cauchy  mit  seiner  gänzlichen  Verbannung 
der  divergenten  Reihen  zu  weit  ging.  Diese  Anschauung  wird 
durch  die  Tatsache  gestützt,  daß  in  unserer  Zeit  eine  besondere 
Theorie  der  divergenten  Reihen  entstanden  ist  (Cesäro,  Borel), 
die  eine  gewisse  Gattung  dieser  Reihen  wieder  in  den  Bereich 
der  erlaubten  mathematischen  Hilfsmittel  aufnimmt. 


1]  Zu  S.  S.  Es  handelt  sich  um  Lcihniz'  Arbeit:  »De  vera 
proportione  circuli  ad  quadratum  circumscriptum  in  numeris 
rationalibus  expressa«.  Über  das  wahre  Verhältnis  des  Kreises 
zum  umbeschriebenen  Quadrat  in  rationalen  Zahlen  ausgedrückt. 
Hier  wird  für  das  fragliche  Verhältnis  der  "Wert 


l-i-  +  -l-i  +  ^-i-  + 


angegeben  oder 


(i 


+  -^  +  -  + 


die  Zahlen  3,  35,  99,  .  .  .  findet  man  aus  der  Folge  3,  8,   15, 
24,  35,  .  .  .  der  um  1  verminderten  Quadratzahlen,  indem  man 
vom  ersten  Gliede  anfängt  und  immer  drei  Glieder  überspringt. 
Am  Schluß  der  Arbeit  sagt  Leihnix,  dann  ohne  Beweis: 
»Ich  habe  gefunden,  daß  die  Summe  der  Reihe 

L  +  L  +  L  +  L  +  L+... 

3         8  ^15^24^35^ 
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3 

— -  ist.     Überspringt  man   immer  nur  ein  Glied,  so  findet  man 


die 

Reihe 

1+ 

1 
15 

1 
+  35  + 

^  + 

der 

en  Summe 

2 

T 

oder 

1 
~2 

beträgt 

usw. 

Das  Unterdrücken  des  Beweises  war  ein  damals  sehr  ver- 
breitetes Verfahren.  So  ^laX  Leibnb.  auch  1684  seine  Difl'erentia- 
tionsregeln  ohne  Beweise  veröffentlicht. 

2)  Zii  S.  2.  Wenn  es  sich  um  eine  endliche  Größe  handelt, 
ist  das  Axiom  trivial.  Aber  Bernoulli  wendet  es  auch  auf 
unendliche  Größeji  an, 

3i  Zu  S.  3.     Der  Satz  bei  Euklid  lautet: 

»Sind  vier  Größen  proportioniert,  so  sind  die  größte  und 
kleinste  zusammen  größer  als  die  beiden  übrigen.« 

Wenn  also 

a:h^c:d 

und  a  die  größte  der  positiven  Größen  a,  i,  c-,  d  ist,  so  folgt 

Setzt  man  in  der  Tat 

b  =  ?.a,     c  =  ua 

so  liegen  /. ,  /<  beide  zwischen  0  und  1,  und  es  ist  außerdem 

d  =  lc=  ).ua. 

Die  behauptete  Ungleichung  reduziert  sich  jetzt  auf 

1  +  //<>;.  +  /< 
oder 

(l-Ä)(l-//)>0. 

Sie  ist  wegen  0<il^  f  <C^  erfüllt. 

BcrnoulU  braucht  au  dieser  Stelle  den  euklidischen  Satz 
nur  für  den  Fall  /  =  u  oder  h  =  c.  Daß  aus  ad  =  h-  immer 
a  -\-  d'^2h  folgt  (a,  d'^Q,  erkennt  man  sofort  durch  Qua- 
drieren,    [a  +  d)^  —  4/>2  ist  nämlich  gleich  [a  —  d)-. 

Am  besten  macht  man  sich  den  Satz  IV  an  folgender  Figur 
klar.     Die  Glieder  der   arithmetischen  Reihe    //o,   y\,   y^,   ••• 
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sind    Ordinaten   einer   Geraden,    die    der    geometrischen  Reihe 

Vi  "^       Vi  ^ 
Vn ,  Vi  ,  '-^-^  ,    ^ ,  ■  •  •  Ordinalen  einer  Kurve,  die  LeihniTi  und 

2/0       2/0^ 

Bornoulli  (vgl.  oben  S.  69) 

als    »Logaritlimica<     ;loga- 

rithmische  Kurve)    l)ezeich- 

uen.    Als  Abszissen  denlcen 

wir   uns    in    beiden   Fällen 

die  Zahlen  0,  1,  2,  .... 

4)  Zu  S.  G.  Es  wird 
hier  ein  durchaus  exakter 
Beweis  dafür  gegeben,  daß 
«"  im  Falle  fl  >  1  über  alle 
Grenzen  wächst,  wenn  man 
71   die  Werte    1,  2,  3,   ... 

durchlaufen  läßt.     Der  Beweis    stützt   sich  darauf,    daß   nach 
Satz  IV  die  Glieder  der  geometrischen  Reihe 

1,  a,  «2^  «3^   .  . . 

größer  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  der  arithmetischen 
Reihe 

1,     l  +  (ri-l),     l  +  2(a-l),     l+3(a-l),     ■■•, 

also  auf  die  Ungleichung 

a'^  >  1  +  n  [a  —  1). 

Genau  ebenso  wird  die  Formel  lim  a"  =  oo  (a  ^  1)  auch 
in  unsern  modernen  Lehrbüchern  bewiesen. 

5)  Zu  S.  6.  Wir  würden  jetzt  statt  »letztes  Glied« 
sagen   > Grenzwert  des  allgemeinen  Gliedes«. 

6)  Zu  S.  7.     Der  Satz  bei  Euklid  lautet: 

»Sind  mehrere  Größen  A,  B,  C^  D,  E^  F  proportioniert 
[A  :  B  =  G :  D  =  E:  F),  so  verhalten  sich  alle  Vorderglieder 
zusammen,  A-\-  C-^  E,  zu  allen  Hintergliedern,  B  -i-  D  -j-  F, 
wie  ein  Vorderglied  A  zu  seinem  Hintergliede  B.« 

7)  Zu  S.  S.     Der  Satz  bei  Euklid  lautet: 

Verhalten  sich  Ganze  AB,  CD  wie  Stücke  von  ihnen, 
AE,  CF,  so  verhalten  sich  auch  die  Reste,  CB,  FD, 
wie  die  Ganzen. 

Ostwalds  Klassiker.    171.  ft 
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8)  TjU  S.  8.     Wir   würden  jetzt    den  Inhalt    dieses  Satzes 
durch  die  Formel 

la  +  nc\  c 

n  =  cc  \b  +  ndj  ~~  d 

ausdrücken.  Bernoullh  erster  Beweis  ist  im  wesentlichen  ein- 
wandfrei. Nur  das  Operieren  mit  dem  > letzten  Gliede  ent- 
spricht nicht  den  modernen  Gepflogenheiten.  Der  zweite  Beweis, 
der  mit  den  Worten  beginnt:  »Kürzer  geht  es  so«,  ist  zu  ver- 
werfen, weil  dabei  mit  dem  Zeichen  oo  so  gerechnet  wird, 
als  wäre  es  eine  gewöhnliche  Zahl. 

9)  Zu  S.  9.     Wenn 

hc  —  ad^^O 

ist,  so  nimmt  der  Bruch 

a  +  nc 

b  -\-  nd 
mit  wachsendem  7i  zu.     Wenn 

ljr  —  ad<CO 
ist,  nimmt  jener  Bruch  ab.     Im  ersten  Falle  ist  also 


im  zweiten 


a  ^ci  -\-  nc         c 
T'^b-i-nd'^Y  ' 

a        a  -\-  nc        c 
T-^b-i-iid^T  ' 


10)  Zu  S.  10.  Es  handelt  sich  darum,  daß  eine  Folge  von 
Brüchen,  deren  Zähler  geometrisch,  und  deren  Xenner  arithmetisch 
aufsteigen  oder  umgekehrt  schließlich  monoton  wird. 

Die  fragliche  Reihe  hat  ein  allgemeines  Glied  von  der 
Form 

— ^^j--    bzw.    -^ j-         /)>0,*i>l'. 

Verlangt  man,  daß 

a -\-  {n -\- l)b       a -{-  n  b 
'  q>'<  ^     q"-^ 

sein  soll,  so  tindet  mau  für  //  die  Bedingung 
^   (/  -{-  b  —  aq 


Anmerkungen.  115 

Unter  derselben  Bedingung  ist 


a  -\-  {n  -\-  l)b       a-\-nh 
In  Nr.  XIII  Avird  noch  gezeigt,  daß 

ist. 

11)  Zu  S.  12.  In  dieser  Nummer  werden  folgende  Formeln 
bewiesen: 

(1)  l  +  2(/+    3ry2_|_    4,^3  + 

(2)  1  +  3^+    672+105''  + 

(3)  1  +  45+1022+2053  + 

(4)  1  +  45+    952+1653  + 

(5)  1  +  85 +  2752  + 6453  H = 

Die    Koeffizienten    sind    bei     1) 
bei  (2)  die  Dreieckszahlen,  bei  (3,  die  Pyramidalzahlen,  bei  (4) 
die  Quadratzahlen,  bei  (5)  die  Kubikzahlen. 

Die  Bedingungen  0  <^  5  <<^  1  ist  in  der  Formulierung  des 
Satzes  enthalten.  Es  wird  nämlich  gesagt,  daß  die  Nenner 
in  geometrischer  Progression   »wachsen«   sollen. 

12)  Zu  S.  15.     Hier  handelt  es  sich  um  die  Reihe 

1111 
1^3^6^10^        ' 

deren  Nenner  die  Dreieckszahlen  sind,  so  daß  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe 

2 


(1  -  5)2  ' 

1 

(1  -  5)3   ' 

1 

(1-?/^' 

1  +  ? 

(1  -  5)^ ' 

1  +  45  +  52 

[1  -  q)^ 

die 

natürlichen    Zahlen, 

n{n-{-l) 

ist.    BcrnouUi  findet  die  Summe  dieser  Reihe  gleich  2,  benutzt 
aber  im  Beweise  die  divergente  Reihe 

'+I  +  T  +  T+-- 
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Der  Beweis   läßt  sich  leicht   auf  eine  ganz  sti'enge  Form 
bringen.     Setzt  man 

.„  =  1+1+. ..+i-, 

so  wird 

1  1111  1 

,„_(.,_l)  =  l  +  -  +  ...  +  _-^  +  ---2_- - 

2  \  1  ^  3  ^        ^  7i[n  —  1)/^  n  ' 


also 


Hieraus  folgt 

i+l+¥  +  ro  +  -=2- 

13)    Zu   S.  17.      Vgl.    Johann  Bernoidlis   Werke,    Bd.  IV 
(Anekdotal,  S.  8.     Johann  BernoiiUis  Beweis  für  die  Divergenz 

der  Reihe  1  +  i^  +  .3  +  •  •  •   ist  indirekt.     Wäre 


-f   n 


oder  anders  geschrieben 


^  [n  —  l)n 
so  müßte  auch  die  Summe  der  unendlichen  Reihen 

J„  +  ^  +  J_  +  ... 
gleich  .*?  sein.     Nun  ist  aber  (vgl.  Aum.  12) 
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1  1,1,1,  .  , 

r^  +  2V3  +  3:i  +  4T5  +  ---  =  l'     ''''' 

3    4^4-5^  3  ' 


Man  hätte  daher 

s  =  s  +  1 , 

worin  ein  Widerspruch  liegt. 

In  den  modernen  Lehrbüchern  findet  man  gewöhnlich  einen 
Beweis,  der  dem  von  Jakob  Bernoulli  (vgl.  oben  S.  19)  ähn- 
lich ist.     Die  Glieder 

A+„i_+...+     1 

2'»    '   2"  +  1  2"+^ 1 

sind  alle  größer  als 


2"  +  !' 
und  ihre  Anzahl  gleich 

9n4-l  On  0>i  (O  __  1\  9» 

-      —   ^     \^  ±j .     , 

ihre  Summe  also  größer  als 

2"  +  ^         2 
Daraus  ersieht  man,  daß 

^\2''^2"  +  l^        ^2"  +  i  — 1/^      2 
ist. 

14)  Zu  S.  19.    Die  Summe  dieser  geometrischen  Reihe  ist 
nämlich  (nach  Nr.  VIII)  gleich 

oder,   da  hier 

A  =  —  ,     B  = 


a  '  a  +  1 
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sein  soll, 

1  +  —  —  ^a . 
a 

Die  : 

geometrisclie 

Reihe 
1             1 

a  '      a+  1' 

setzt  BernouUi  so  lange  fort,  als  die  Glieder  noch  größer  als 
-r-  sind.  Das  letzte  Glied  E  ist  also  das  erste,  das  kleiner 
oder  gleich  —^  wird.  d.  h.  es  ist 


a' 


E^—^ ,     also Ea>o, 

a-'  a 

mithin 

1  +  —  —  £■«  ^  1 . 
a 

15)  Zu  S.  19.     Um  zu  erkennen,  daß 

"+-^H \-^i>^      0^  =  1'   2,  3.   •••) 

P       i^  +  1  p^ 

ist,    denkt    sich   BernouUi   eine    möglichst    kurze    geometrische 
Progression 

11 

E 


P' 

P  + 

1' 

gebildet. 

bei  der 

E 

<^ 

ist.     Dann  hat 

er 

(vgl. 

Anm. 

14) 

folglich 

auch 

1 
P 

1 

-^P 

1 
+  1 

1 

-L-   .  .  . 
1 

£->!, 


p      p  + 1  p- 


Da  nämlich  die   geometrische  Progression    rascher   absteigt 
1  1  _1^ 

J '  ;>  +  ! "  7+  2 


als  die  Reihe  —  ,    — ^ — ^  .    — ,— ^  ,    •  •  •  ,    so  kommt   man  bei 
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ihr  frülier  zu  einem  Gliede,  das  kleiner  oder  gleich  — ^  ist.  Es 
gibt  also  in  der  Summe  ' 

mehr   Glieder   als   iu 1 —-  +  ■■■-{-  E,  und    außerdem 

j)        p-\-l 

ist  jedes  Glied   in  dieser  kleiner    als  das    entsprechende  Glied 

iu  jener.     Daher  ist  sicher 

p       2}-j-l  p-        P       2^  +  1 

16)  Zu  S.  19.  lim  »„  =  0  ist  zwar  eine  notwendige, 
aber  keine  hinreichende  Bedingung  für  die  Konvergenz  der 
Reihe  u^  +  u^^  +  ^^3  +  •  •  •  • 

17)  Zu  S.  14.  Jakob  BernonUl  hat  die  Lösung  dieses 
Problems  nicht  mehr  erlebt.  Sein  Bruder  Johann  konnte  sie 
zunächst  auch  nicht  finden,  obwohl  er  sich  eifrig  damit  be- 
schäftigte. In  einem  (von  Enesfrö)n  in  der  Bibliotheca  Math. 
1904,  S.  249)  veröflentlichten  Briefe  au  Jahob  sagt  er  freilich 
(am  22.  Mai  1691):   :>Ich  sehe  schon  den  Weg,  um  die  Summe 

1  +    .    +  TT  +  t;t  +    WSW.  zu  finden ,    was  wir  früher  nicht 
4         9        lo 

konnten.«  Aber  es  scheint  sich  da  um  einen  Irrtum  gehandelt 
zu  haben.  Da  man  die  genaue  Summe  der  Reihe  nicht  be- 
stimmen konnte,  so  berechnete  man  wenigstens  Näherungswerte 
davon.  So  gab  z.  B.  Stirling  in  seiner  »Methodns  diöerentialis« 
(17301  einen  Näherungswert  mit  8  richtigen  Dezimalen.  (Vgl. 
den  interessanten  Aufsatz  von  P.  Stäckel  in  Jahrg.  1907  der 
Bibl.  Math.)  Daniel  BcrnouUi,  ein  Sohn  Johawi?,,  hat  sich 
ebenfalls  mit  der  Reihe  der  reziproken  Quadrate  beschäftigt. 
Er  lebte  1727 — 1733  in  Petersburg  und  stand  in  regem  Ver- 
kehr mit  Leonhard  Euler.,  der  damals  auch  in  Petersburg  wirkte. 
Euler  wai"  es,  der  dann  im  Jahre  1736  die  Formel 

111  _  rr2 

jy  +  ^+S^H         — y 

fand.  Er  teilte  sie  Daniel  Bernoulli  ohne  Beweis  mit.  und 
durch  ihn  erhielt  Johann  Bernoulli  Kenntnis  davon,  der  sich 
selbst  einen  Beweis  dazu  machte.    Dieser  Beweis,  der  mit  dem 


120  Anmerkungen. 

Eulcrschen  übereinstimmte,  beruht  auf  einer  kühnen  Verallge- 
meinerung eines  algebraischen  Satzes.  Wenn  Xj ,  x^,  •  •  • ,  x„ 
die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 

1  -\-  üi  x  -{-  a2X'  -{-  ■  •  •  +  a„a:"  =  0 
sind,  so  ist 


1  -}-  fliX  -}-  • 

. .  +  a,....  =  (1  - -^1 - 

mithin 

1     •    1  _■_          .1 

Nun  hat 

die  Gleichung 

sin  Vx                  XX- 
Yx      "          3!  "^5! 

die  Wurzeln 

(-;:.) 


=  —  "1 


=  0 


xi=7i^,     a:,  =  (2.t)2,     x,  =  {S^)\     .... 

Überträgt  man  also  jenen  algebraischen  Satz  auf  die  hier 
vorliegende  transzendente  Gleichung,  so  ergibt  sich 

7r2^(2frj2^(3rf)2^  3!' 

d.  h. 

12  "^22  ^32  "^  6 

»Auf  diese  Weise  ist«  —  so  sagt  Johann  BernouUi  aus 
Anlaß  der  obigen  Lösung  Joh.  BcrnouUh  Werke,  Bd.  4,  S.  22  — 

»dem  brennenden  Wunsche  meines  Bruders  Genüge  geleistet 

Wenn  doch  der  Bruder  noch  am  Leben  wärel« 

Übrigens  hat  Johann  BcrnonUi  in  einem  Briefe  an  Eukr 
(2.  April  1737)  darauf  hingewiesen  (vgl.  Sfäckch  oben  zitierte 
Arbeit),  daß  der  Beweis  die  stillschweigende  Voraussetzung 
enthält,  daß  sin  .r  nur  für  ./•  =  =t  ;?,t  verschwindet.  EnJer 
erkennt  diesen  Einwand  als  berechtigt  an  und  gibt  noch  einen 
zweiten  Beweis  für  sein  liesultat,  der  vollkommen  einwandfrei 
und  äußerst  elegant  ist.  Wir  wollen  ihn  hier  kurz  wieder- 
greben. 
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Für  \x\  <^  1  ist  nach  der  Binomialformel 


y  1  _  a;2  '2         '2-4       '2-4-6 

Daraus  folgt*) 

/dx  .  X    ,    1  a;3        1  •  3  x^ 

yrr^  =  arcsino:  =  _ +  _+ ^---  ^- +  .  •  •  . 

0 

^lultipliziert  man  jetzt  auf  beiden  Seiten  mit  dx'.Vl  — x"^ 
und  integriert  von  0  bis  x(0  <;./;<<  1),  so  folgt*) 

X  X  .  X 

1 ,        .     ,»      P   xdx  1    p  x^dx  1-3    p  x^dx     , 

0  0  0 

Läßt   man  x  nach    1    konvergieren,    so    ergibt   sich,    wie 
man  leicht  in  aller  Strenge  beweisen  kann, 

:r'       /»     xdx      _,      ^      {'  x^dx      _■     1  ■  3     p  x^dx 

T    j  yrz:^  "^  2^3  J  yf3r^2  "^  2  4-  5 j  yr^r^- 

00  0 

Das  erste  Integral  in  dieser  Reihe  hat  den  Wert  1.     Die  an- 
dern findet  man,  wenn  man  schreibt 

x'^-^dx  n     x'^dx 


0 

1 


/x"  ^ax  p    x^'acL 

11  — a;2  ""./   yi^ 

0  0 

/ot/:: s  ,               1        P    x"'dx 
x"-^Vl  —  x^dx  =  /  ^==: 
n  —  lj  yi  _r£i 

0  0 

(durch  partielle  Integration). 
Daraus  folgt  nämlich: 

.^.  /»    x'^dx      n —  1  p  x''--dx 

J  yi  —  x2  ~    n  J  y\zr^2 ' 

0  0 

so  daß 


*)  Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  darf  man  gliedweise 
integrieren. 
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x^dx  2         /'    x^dx  2-4 


yizr^2  =T'  J 


yi  _  a;2  3  '    J    j/i  _  a;2         3-5 

0  0 

wird.     Die  lleihe  verwandelt  sich  jetzt  in 


7r2  _  1         1 

y  — 1    '    P+52  + 


Da 


I  +  Jl  .  J.  +  ...=J_(jL_.1  .  J.  .  ..  \ 

22^42^02^  4\12   '    22^32^        / 


ist,  so  hat  man  (vgl.  oben  S.  36) 

22^42^62^  3     8  ' 

also 

i  +  i  +  A  +  i  +  A+...  =  ±!E!==fL\ 

^22^32^42^52^  3     8         6 

Eule?-  hat  schließlich  noch  einen  dritten  Beweis  für  diese 
Formel  angegeben.  Er  geht  dabei  von  der  Reihe  für  (arcsina:)2 
aus: 

1   ,        .      ,,         1    a;2        2    x^       2-4  a-6 
-(arcsm:r)2  =  -^  _  +  --g-  T  +  3T5  T+  "  "  '  ' 

die  man  am  bequemsten  nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten  findet.  Multipliziert  man  beiderseits  mit 
dx'.Vl — x^^  so  ergibt  sich  durch  Integration 

XX  X 

1  ,        .      ,0       i   P  x^dx  2    r  x^dx  2-4    n  x^dx 

0  0  0 

und  hieraus,  wenn  a;  nach   1   konvergiert. 

TT^  1    />    x^dx     _j_    2     />  x*dx     j^  2'4    /•  x^dx 

6^8  ~  "2  J  vrr^  "^  3-477^3^  +  F5~6./]  TTTTf 


Da 


/ 


dx  TT 


0 


y  1  —  ^2      2 


ist,  so  wird  nach  der  l\ekursiousformel  ( 


V  ftr^  ~  Y  T '   j 
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1 


X^dx  1  •  3     TT 


ylT^^        2-4    2  ' 

0  ■  0 

Unter  Benutzung  dieser  Werte  verwandelt  sich  die  Reihe  in 
Daraus  folgt  durch  Division  mit  — 

Euler  fand  auch  bereits  die  Summe  der  allgemeiuen  Reihe 

Sir  =  ^.  +  ^.  +  ~+---     (r=l,2,3,  ...), 
und  zwar  schreibt  er  die  betreffenden  Formeln  so 

^  +  2  2  +  3  2  +  p  -l  ~  1-2-3  T  ""  ' 

1  +  A  +  1  +  .L+...  23  1       . 


1-2-3-4-5    6 
25 
26   '    36   '   46   '  ~  1.2-3-4-5-6-7    6 


111  25  1 


Der  Faktor,  um  den  sich  *S2,  von ^^     —  iT^r  nnter- 


l)'-i22'-i 

l27 

scheidet,  ist  das,  was  man  die  27--te  Beniotdlische  Zahl  nennt 
und  mit  B2r  bezeichnet. 

Später  hat  Euler  dann  noch  seinen  ersten  Beweis  dadurch 
verbessert,  daß  er  die  Produktformel 


sina;  ==  a;  17 


K^-Ä.) 


aufstellte,  aus  der  man  sieht,  daß  sin  a;  nur  die  Nullstellen 
±  n7t  hat  [u  =  0,  1,  2,  ...).  So  ist  also  Euler  zu  dieser 
berühmten  Formel  durch  Jakob  Bernoiilliä  Problem  die  Summie- 
rung der  reziproken  Quadratzahlen  geführt  worden  (vgl. 
Stachel  a.  a.  0.1. 
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18)  Zu  S.  24  (vgl.  auch  S.  20).  Hier  ist  BernouUi  ganz 
nahe  an  dem  bekannten  Cauch/jachen  Integralkriterium  für  die 
Konvergenz  einer  unendlichen  Reihe.  S.  20  folgert  er  ans 
der  Divergenz  der  Reihe 

1  +  T  +  I+    ■• 


die  Divergrenz  des  Integrals 


rdx 

J     X 


hier  aus  der  Konvergenz  der  Reihe 

1+-+-+ 


die  des  Integrals 


rdx_ 


Danach  liegt  es  nahe,  auf  das  Cauchijsche  Theorem  zu 
kommen,  wonach,  wenn  /"(cc)  positiv  ist  und  bei  wachsendem 
X  abnimmt,  die  Reihe 

/•(«)  +  /-(«  +  1)  +  /-(a  +  2)  +  •  ■  - 

und  das  Integral 


yv(^ 


x)dx 


gleichzeitig  konvergieren  oder  divergieren. 

19)  Zu  S.  25.  Die  figurierten  Zahlen  ;iter  Ordnung  bilden 
eine  Reihe,  deren  Diflerenzen  die  figurierten  Zahlen  [n  —  l)ter 
Ordnung  sind. 

In  dem  Schema 


^1 

^1 

^1 

^^1 

/  1  .  .  . 

1^" 

^2-- 

^3^ 

^-^r 

^5^ 

"  G  .  .  . 

1"^ 

^3^ 

^6-" 

^10" 

15 

21  .  .  . 

1^" 

^4^ 

^10"" 

20 

35 

56  .  .  . 

1"^ 

^5-^ 

15 

35 

70 

126  .  .  . 

6 

21 

06 

l'JG 

252  .  .  . 
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das  sich  schon  bei  Tartaglia  findet,  stehen  in  jeder  Zeile  die 
figurierten  Zahlen  einer  gewissen  Ordnung.  Zieht  man  eine 
von  ihnen  von  der  nächstfolgenden  ab,  so  ergibt  sich  die  über 
dieser  stehende  Zahl.  In  jeder  der  schrägen  Linien,  die  in 
dem  Schema  angedeutet  sind,  stehen  zusammengehörige  Binomial- 
koeffizienten. 

20    Zu  S.  34.     Die    allgemeine  Form    der   hier   benutzten 
Teilreihen  ist  diese: 


.+ 


2A:  +  1    '  (2A;+1)2  '  (2/c+l)22  '  (2/c+l)23  '  2A;+1 

Daß  diese  Teilreihen  die  Reihe 

erschöpfen,  geht  daraus  hervor,  daß  jede  der  Zahlen  1,  2,  3,  ... 
in  der  Form 

(2Ä;+1)2'  (A-,  Z  =  0,  1,2,  ...) 

darstellbar  ist. 

Die  Aussage ,    daß  —  +  .c^  +  -^  +  -^  +  •  •  •    die  Hälfte 

L  ö  O  i 

1111  .     , 

von  -z~ -r -cT -T- -^ -i- -,-  -\-    -ist  ohne  weitern  Zusatz  sinnlos. 
1  J  o  4 

Setzt  man 

Hn=~-{-^-{ h—  und  Ä„  =  -^  +  4-H 1 -— 

^  -r  2  -r       ^  ^^  >i       1^3^       ^  2n—l 

30  ist 

H2n  =  S,  +  ^H„,    also    S„=H2n-Y^n. 

Nun  läßt  sieh  ferner  zeigen,  daß 

H„—\ogn—  C 

bei  unendlich  zunehmendem  )i  nach  Null  konvergiert.  C  ist 
dabei  die  Eulcrsahe  Konstante  0,577  215  66...  Man  kann 
also  schreiben 

und  weiß  dann,  daß  lim  Qn  =  0  ist.     Ferner  ergibt  sich 

Sn  =  yl0gn  +  ~  C+l0g2  +  02«  — yC» 


126 
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log m+G-[-  Q,„ 

Wenn  )n  und  n  beide  unbegrenzt  zunehmen,  und  zwar  so, 
daß  das  Verhältnis  log /i:  log?«  einem  endlichen  Grenzwert  /, 
zustrebt,  so  wird 


H„,        2         \logM/         2 


Setzt  man,  was  wohl  BernouUi  im  Sinn  hat,    m  =  ?^,    so 
erhält  man,  übereinstimmend  mit  seiner  Angabe, 


d.  h. 


lim 


1  "^  3  "*"        "^2«— 1 

1 

\         ^  -+-  ^   -4-          ■     ^ 

2 

21)  Z^«  S.  37.     Setzt  man 

_   1         1 

^«  —  pTi  +  ^.  +  ' 


'     «m' 


_     1  1 

^"  —  Y^  +  3^;^  + 


+  11- 


so  ist 


(2« 


also 


_       _^,     1     ,  ,        1 

X2n  Un  —  g,,,  -f-  _j^,;,  +  •  •  "  -}-   ^^^^jm 

_  ^   /  1     1     1  M  _    1 

2*^  \1^  +  2^'  «"7        2^  ■'^" ' 


(;«>0) 


Z/n  =  ^"2»  —  2^^"- 

Offenbar  liegt  nun  der  "Wert  des  Integrals 

»1  +  1  2  H  M  +  1 


J     .(•"'  ,/     X'"        ./     X'"  J 


dx 

X"' 
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zwischen 

i+i  +  . ..  +  >-  =  .,. 

ii/i     '     Olli     '  '     ,f2^iu 

und 

1         1  1         1  ^ 

2^  +  3^  "^  ^  (w  +  1)'»  ~  *"  "*"  (/i  +  1)"* 

Setzen  wir  daher 


X 


1 
so  ist 


_rdx 


0<-''->.<l-(,r+lP' 


-/.„  gehört  also  dem  Intervall  (0,1)  an. 
Nach  dem  Obio::en  wird 


2i(4-l  »1  +  1 


_  r  dx      1   r  dx  1^ 


1  1 

d.  h.  im  FaUe  0  <  ?^i  <  1 


yn  =  j^^  [{2n  +  1)1-  -^An-{-  1)1-  +  l.]  , 
wobei 

l^m  ==  '-"  ~  2-  ■'"  +  1^^  12^  ~  1 

gesetzt   ist.      /„  bleibt   bei  wachsendem  n  zwischen  endlichen 
Grenzen.     Dividiert  man  >j,t  durch 

■Xn'  =  ^  {{n  + 1)^-'"  - 1)  +  /.«-  =  y^  {{u'+lY-'"  +  .«„'} 
(,«„'  bleibt  zwischen  endlichen  Grenzen),  so  ergibt  sich 

y>i -^^ . 

Xn'    ~  {n    -i-  1)1-'"  +  ^In' 

Wenn   n  und  n    unbegrenzt  wachsen   und   dabei  n :  n    einem 
Grenzwert  zustrebt,  findet  man 
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(2  n  +  1)1-'"  —  7^  (w  +  1)1-'" 
^^"  ^  =  ^^" K+IP^ 

,.    lnV-"\.    \   ^nj  2"'\       tij  1,.    inY 

=lim   ^1       lim — r — =;r-lim|— rl 

\n')  /  ly-'"  2'"       \n') 

Im  Falle  w  =  7i    hat  man 

ii,,J/'L==_L. 

x„         2'" 
Setzt  man  w  =  — ,  so  ist  hiernach 

1  +  1+...+     1 


hm ~ =  --^  1/  lim  _  • 

Vi     1/2  y  w' 

Da3  Bernoullische  Paradoxon  kommt  heraus,  wenn  man  n 
und  ti    so  unendlich  zunehmen  läßt,  daß 

lim  4-  =  {V2  —  lY  =  3  -  2V2 
n 

wird.  Der  Fehler,  der  dem  Paradoxon  zugrunde  liegt,  ist 
der,  daß  zwei  divergenten  Reihen  ein  bestimmtes  Verhältnis 
zugeschrieben  wird.  ]\Ian  kanu  nämlich  jedes  Verhältnis  heraus- 
bekommen, wenn  man  «  und  /i'  in  geeigneter  Weise  unendlich 
werden  läßt. 

22)  Zu  S.  41.    Es  handelt  sich  hier  um  folgendeu  Prozeß: 

01  =  }^, 

02  =  (lai, 
a.  =  1  0-2 , 

Dabei  werden  abwechselud  die  beiden  Operationen  des  Aus- 
ziehens der  Quadratwurzel  und  der  Multiplikation  mit  a  auge- 
wandt. 
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Wenn  BernouUi  von  der  letzten  Quadratwurzel  spricht,  so 
meint  er  damit  nichts  audei'es  als 

limfl2»-i, 
d.  h.  den  Grenzwert  der  Folge  «j,  03,  «-, ,   ■  •  •  .    Die  Art,  wie 
er  die  letzte  Wurzel  schreibt,  ist  zu  beanstanden.     Man  kann 
eben    eine    unendliche   Zahlenfolge   nicht    von   rückwärts    auf- 
schreiben. 

Was  den  Beweis  des  Satzes 

lim  ci/in-i  =  a 
anbetrifft,  so  setzt  er  die  Existenz  von  lima2y,-i  voraus.    Ber- 
noiillis  Gedankengang  ist,  modern  ausgedrückt,  dieser: 
Wenn  limö2(i-i  =  ■^'  ist,  so  ist  auch 

lim  'i-2u+i  =  ^  • 
Nnn  hat  man  aber 

(l-2n+i  =  Va2„  =  Vaüin-l, 

SO  daß 

X  =  Vax     oder     x^  =  ax 
wird,  woraus  er  dann  x  =  a  folgert. 

Wir   wollen    (worin  keine    wesentliche  Beschränkung    liegt 
a  ^  1  annehmen.     Dann  ist 

1  <  »1  <  a  , 
«1  <  «3  <  « , 
«3  <  «5  <  « , 


Wir  sehen  auf  diese  Weise,  daß  a^,  «3,  «5,  •••  eine  auf- 
steigende Folge  ist,  deren  Glieder  aber  alle  kleiner  als  a  sind. 
Daraus  folgt  die  Existenz  von  lim  a2u-i  ■ 

Man  kann  den  unendlichen  Prozeß,  der  die  Folge  a^,  03, 
«5,  •  •  •  liefert,  auch  so  beschreiben.  Zuerst  nimmt  man  das  geo- 
metrische Mittel  Ol  zwischen  1  und  a ,  dann  das  geometrische 
Mittel  «3  zwischen  a^  und  a,  dann  das  geometrische  Mittel 
«5  zwischen  «3  und  a  u.  s.  f. 

23)  Zu  S.  42.  Hier  handelt  es  sich  um  folgenden  unend- 
lichen Prozeß: 

«1  =  >^, 

Ö4  =  «3  +  «  , 


Ostwalds  Klassiker.     171. 
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An  die  Stelle  der  Multiplikation  mit  a  (in  Nr.  XXVII    ist 
jetzt  die  Addition  zu  a  getreten. 

Wieder   spricht  BcraouUi   \oi\    der   letzten  Quadratwui-zel. 
womit  er 

lim  a-xn-x 

meint.    Indem  er  die  Existenz  dieses  Grenzwertes  ohne  Beweis 
voraussetzt,  zeigt  er,   daß 


lima2„_i=   2+r    ^+"4" 

ist.     Setzt  man 

lim  02  „_i  =  x^ 
so  ist  auch 


.,'.  =  lim  «•>>(  + 1  =  1™  y^  +  Ö2/1-1  =  Vö  -|-  X, 
mithin 


1 


da  X  positiv  sein  muß. 
Offenbar  ist 


03  =  V  a  -\-\  a'^\  a  =  «1 
Hat  man  aber  bewiesen,  daß 

Ö2n-1  >  02)1-3 

ist,  so  folgt 


"2»+l  =  Vfl  +  «2u-l  >"  Va  +  a2„_:t  =  f72<.-l  • 

Die  Folge  a^,  «3,  a^,  ...  ist  also  aufsteigend.  Zeigt  man 
außerdem,  daß  alle  ihre  (llieder  unterhall>  einer  festen  (Irenze 
liegen,  so  ist  die  Existenz  von  lim(7-2„-i  bewiesen.  Man  liat 
aber 

a2„_i  =l/a  +  a^„_3<VaH-a2„-i, 
also 

d.  h. 


(«2«-l 9-)  <  «  +  -4-  ^    -^ISO    (72„_i  <  -^   -f-  |/  ,7  4-  ^ 
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24)  7ai  S.  42.     liier  wird  der  folgende  unendliche  Prozeß 
vorgenommen: 

^0  =  1 , 
Xi  =  aVxQ, 
.r.,  =  b  Vxi , 
x^  =  aVx2, 
Xi  =  bVx^, 

und  BcrnouUi  sucht   die  Quadratwurzel    des  letzten  Produkts, 
d.  h.  er  sucht 


lim  Vx-i  n-i     oder     lim  Vxin  ■ 

Um  die  Existenzfrage  kümmert  er  sich  nicht.    Er  schreibt 
einfach 

limVV2H-i  =  x=  limV;r2„4.i  =  lim  V aybVx2n-i=yaVbx 
und  erhält  auf  diese  Weise 

x^  =  a^bx  ,     X  =  y  a-b . 
Dann  ist  aber  zugleich 

x'  =  lim  y.^  =  lim  Vb  Vxi„-i  =  Vhx  =  f'ab^ . 

3. 3, 

ya^b  und   yah^    sind    mittlere    geometrische    Proportionalen 
zwischen  a  und  b.     Man  hat  nämlich: 

a  :  Vä2&  =  y^iÜ  :  f  ^  =  fab^  :  b . 

Die  Auffindung  von    zwei    mittleren  Proportionalen  ist  ein 
sehr    altes    Problem,    das    mit   der    Verdopplung   des    Würfels 

zusammenhängt.  ]/2  und  ]/4  Sriud  nämlich  zwei  solche  Pro- 
portionalen zwischen  1  und  2.  Das  Benioi(Uiach.6  Verfahren, 
das,  ins  Geometrische  übersetzt,  kein  anderes  Hilfsmittel  als 
Lineal  und  Zirkel  verlangt,  löst  dieses  alte  Problem,  allerdings 
durch  einen  unendlichen  Prozeß.  (Vgl.  BcrnouUh  Bemerkung 
am  Schluß  von  Nr.  XXXV,  S.  45.) 
Setzt  man 

.T2„_i  =  a"b-'"  , 
so  wird  wegen 

■y-iH+i  =  aVx2n  =  aVbyx-2n-\  =  ab'-xi2,._y 

9* 
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offenbar 


so  daß 


'h      1        ."» 


ist.     Hieraus  folgt,  weil  /j  =^1,  ."i  =  0, 

11  1 

hm  /,,=  !+    ,   +  7-,  H = 


4 

limn„  =  -2-  +  ^  +  ^:^,+  ---  =  -— j-=   3- 

4 
mithin 

/    '•"    ^\  2    ji_         3 

lim  yx2n-i  =  \im\a^  h^j  =a-^b^  =  fan  . 

Hiermit  ist  mit  einem  Schlage  die  Existenz  und  der  Wert 
des  fraglichen  Grenzwertes  bewiesen. 

25)   7ai  S.43.    Der  unendliche  Prozeß  ist  diesmal  folgender: 

x^  =  ab  ^ 

3, — 
a%2  =  ayxi, 

3-3  =  a,bVx2, 
3, — 

Setzt  man 

so  wird  wegen 

X2 „  =  a|/.r2„_i ,     .'-2 „ + 1  =  abyx2n 

offenbar 

.    ,    ^w.  ,        /'.. 

/..=  l  +  y,  .".=   3   , 

/„+i  =  1-1-  --,       ,u„+i  =  1  -t-      -  , 

also  „         , 

/-.  +  ,  =  —  +  —  ,      ."„  +  1  =  1+  ,r- 
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Hieraus  folgt,   da  Ä,  =1,   »i  =  1   ist, 

3  3  3  9 

^^'°^"  =  Y  +  2T6  +  2'62+--=y' 

11  c 

lim.,,=  l  +--  +  -+  •••=^. 
Hiernach  wird  nun 

lim  f^^x  =  lim  \  a  •'  b-^j  =  a^b^  =  f'^^ 
und 

limVa^o«  =  lim\a2  i2/  =  nm\a2     ^>  b*'  f  =  a'^  b'>  ==ya*b. 

1/a'62  und  ■j/riij   gind   gwei    von    den   vier  mittleren    Propor- 
tionalen 

fäH>,    f^sp,    fä^\    f^i 

zwischen  a  und  b. 

26)  Zu  S.  44.     Hier  ist 

xi  =b  , 
x^  =  b  ]/a3  , 

»5  =  (^y^i, 

X-,  =  b^x^, 


Setzt  man 

so  bestehen  folgende  Relationen 

;/  =  —  ,,'=14-  'f^ 

"         2   '  '  "  ^    2   ' 
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Daraus  folgt 

3     ,   /„  _   1     ,   /<„ 

/.«+!  =  -g-  +  -g- ,    /'.-f  1  —  x  +  y 

üa 

^-0  =  ."0  =  0  , 
so  ergibt  sich 

3  3  3  12 

lim/.  =  -2H-2.8  +  2T8^2+---=^7  ' 

111  2 

^'°^^'"  =  T  +  4^8  +  4':8^+---  =  T' 

mitbin 


lim  V^,  =  lim  \  a^  h^j=  }^^b . 

Ferner  ist 

/    hl    1  +-^\         : 

lim  Vxs  ,+1  =  lim  U  M.  2       ^  j  =  fa^  b* , 

/    1   ,hl  l  +  '!^\         - 

lim  yxi„+2  =  lim  U2       ^'  &■*       ^  /  =  ya'-b'-  . 

ya^b^    y'a^b-^^    ya^h^  sind  drei  von  den  sechs  mittleren  Pro- 
portionalen 

i/^,   |/^5p^  ]/^^,   }7iH^,  fän^,  "l/^ 

zwischen  a  und  b. 

27)  Z«  *S.  44.    Bernoidli  nimmt  hier  folgenden  unendliclien 
Prozeß  vor: 

3-1  =  P^  +  5 ^  -'o  , 

.Tj  =  —  7?+  l'.ri  , 

a-4  =  —  ;)  +  ]  .»a , 


und  behauptet,  daß 

lim  ]  .ro,, 

eine  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  x'^  -\-  2px  —  <;  =  0  ist. 
Sobald  die  Existenz  von  lim  1  .»o,,  feststeht,  liegt  das  letztere 
auf  der  lland.     ]Man  hat  nämlich 


•'»•2 


„+2  =  —  ■p  +  ^  '•'•2  .,+1  =  —  jJ  +  V;)2  -f  q  Kr2  „ , 
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also  wenn  limV./-),,  =  lim  V.r2„+2  =  •^'  gesetzt  wird, 


a;2  ==  -  ^,  +  Vp2  +  qx  , 
woraus 

(,f2  _|_^j)2  ^  p2  _|_  ^j:  ^    d.  h.    .H  +  2_p:7:2  _  ^g;.  _  Q 

folgt  nnd ,   wenn   man    sich   tiberzeugt   hat ,    daß    x  ^  0    ist, 
x^  -\-  2px  —  q  =  0.      Hiermit    wird    sich    Bcrnoulli    begntigt 
haben.    Es  ist  nicht  schwer,   den  Existenzbeweis  hinzuzufügen. 
Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß 

x-i  >  a:o 
ist,  d.  h.  

-P  +V^,  =  -p+  Vp^  +  qV^o  > ^0 

oder  {xq  +2)]^  <  i'^  +  5  V-^ »  mithin 

a-o2  +  2pxo  -  qVxo  <  0 ,  also  [Vx^f  +  2p Vx^  -  ?  <  0. 

Dann  \st  Xq,  X2,  Xi^  .  .  .    eine   aufsteigende  Folge.     Hat  man 
nämlich  schon  gezeigt,  daß  .'•2»-2<C«^2»  ist,  so  folgt  aus 


orin+2  =  —p  -i-  yp'"'- + qy^iH 

sofort  

^2-<+2  >  —  P  +  Vp^  +  ?Va:2„-2  =  'J^2n- 
Es  ist  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,    daß  X2n   unterhalb  einer 
endlichen  Grenze  bleibt.     Man  hat  aber 


X2u=   -p-{-yp^-\-qy^2n-2<-p-^yP^  +  qy^^n, 

also 

(-^2 n+p)^<ip'^+  q  y^-i „    oder    X2 ,  +  2p x^ „  —  q yxi  „  <<  0  > 

woraus  schon  folgt,  daß  X)„  nicht  beliebig  groß  werden  kann, 
weil  sonst  die  linke  Seite  der  Ungleichung  positiv  ausfiele. 

Geht  man  also  von  einer  Zahl  x  =  Vxq  aus,  die 
x^  -\-  2px  —  q  negativ  macht,  so  liefert  das  Bernoullische  Ver- 
fahren eine  Folge 

y./'o ,    Vx^  ,    Vxi,     .  .  .  , 

die  aufsteigend  nach  einer  Wurzel  der  Gleichung 

x^  4"  ^pic  —  5  =  0 
konvergiert. 
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Ebenso  beweist  man,  daß  im  Falle  {Vx^;  -\-  2p\  x^  — q  ^  0 
die  Bernoullische  Folge  absteigend  nach  einer  Wurzel  jener 
Gleichung  konvergiert. 

Bernoulli  bietet  hier  ein  mit  Zirkel  und  Lineal  operierendes 
Verfahren  zur  angenäherten  Auflösung  der  Gleichung  dritten 
Grades  x^  +  2px  —  q  =  0,  die  ül)rigen3  nur  eine  reelle,  und 
zwar  positive,  Wurzel  hat. 

28)  Zu  S.  45.     Hier  ist 

^1  =■- P"^  +  (l^ '-^0  , 
x,=p-\-  Vx^ , 


und  es  handelt  sich   um  liml/j^o«« 

29)  Zu  S.  45.     Hier  ist 

Xi  =p^  —  qyj-o, 
X2=p   i  Vx-xj^ 

■'■4  =P  ±  Vrg, 

und  es  handelt  sich  um  limV-ro,,. 

30)  Zu  S.  45.     Hier  ist 

^1  =  p--\-  '•+  ?>'-^o? 
a-.,  =  —p-\-  y.ri , 

^3  =p'^  +  r-\-qy^2, 

Xi  =  —p-\-  1  ./-j. 


und  es  handelt  sich  um  lim./'2„.  Wir  haben  hier  eine  ange- 
näherte Auflösung  einer  Gleichung  vierten  Grades  mit  Zirkel 
uud  Lineal  vor  uns. 

31)  Zu  S.  45.  Das  sind  Probleme,  die  sich  auf  eine  Gleich- 
ung dritten  oder  höheren  Grades  zurückführen  lassen. 

32 1  Zu  S.  45.  In  der  zitierten  Arbeit  sind  die  hier  ana- 
lytisch dargestellten  Ergebnisse  ins  Geometrische  übersetzt. 
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33)  7m  N.  ~)S.  BrrnouUi  zeigt  hier,  wie  man  eine  Potenz- 
reilie  integriert.  Er  wendet  ohne  Bedenken  die  gliedweise 
Integration  an. 

34)  Zu  S.  5G.     Das  bedeutet  in  moderner  Ausdrucksweise 

1  +  2  H \-n        1 

hm TT— 


w2  2  ' 

1  +  4H hw2        1 

hm T =  -  -  , 


Aus 

n[n+V]---{n-{-k)  _  {n—l]n---{n-\-k—l)  _  n{n-\-l)---,n+k—l) 

folgt,   wenn  man  n  gleich  1.   2,    •••,  n   nimmt   und  summiert. 
n{n  +  1)  ■  •  •  [n  +  k)  __  ^  v[v-^l]  ...[v  +  k—l] 


(Ä;  +  l)!  ^  k\ 

=^  2  i"'  +  '^''~' +  ■■•  +  '■)■ 

Setzt  man 


^'  .=1 


so  lautet  die  Formel 

n[n -{- 1)  ■  ■  ■  [n+J^  , 

-^ YJ-~ =  f'k  -f  CiS/,_i  H h  ca-So 

oder 

Weiß  man  also  bereits,  daß  für  v.  <^  k 

lim  — TT  =  — T^ 

ist,  so  ergibt  sich 

,.       5,  1 

35)  Zu  S.  69.     Vgl.   Oshralds,  Klassiker.    Nr.  162.    S.  13. 
Die  Gleichung  der  Logarithmica  ist 

y  =  ae^  . 
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Daraus  folgt: 

Subtangente  =  -^  =  fc . 

Setzen  wir  mit  BcrnouUi  a  =  1  und  schreiben 
X  =  Log  ij , 
so  ist,  da  außerdem  die  Relation 

X  =  h  log  nat  y 

X 

besteht,    b    der  Modul    des   zu    der   Logarithmica  ?/  =  c  *   ge- 
hörigen Logarithmensystems. 

36]  Zu  S.  71.  Sinus  des  Komplements  complementi  sinus^ 
ist  das,  was  wir  jetzt  Kosinus  nennen.  Sinus  rectus  bedeutet, 
wenn  der  Radius  1  ist,  dasselbe  wie  jetzt  Sinus. 

37)  Zu  S.  73.  Vgl.  die  Lcib?iizsche  Arbeit  über  die  Ketten- 
linie in  Nr.  162  der  Oshrahhchen  Klassiker.  Das  Problem 
der  Kettenlinie  versuchte  schon  Galilei  zu  lösen,  der  sie  für 
eine  Parabel  erklärte.  Nachdem  man  den  LTtum  Galileis  er- 
kannt hatte,  legte  Jakob  Bernoulli  (Mai.  1690;  die  Aufgabe 
den  Mathematikern  noch  einmal  vor.  Leibnix^  Huygcns  und 
Johann  Bernoulli  lieferten  Lösungen. 

38)  Zu  S.  75.  Die  zitierte  Arbeit  ist  von  Jakob  Bernoulli 
und  hat  den  Titel:  »Über  die  Loxodromen  der  Seeleute«. 
Ist  X  die  geographische  Länge  und  y  die  Breite,  so  liefert  das 
infinitesimale  Dreieck 

(•'•,  y):     (-^S  y  +  (^y),     [x  +  elx,  y+dy), 

dessen  Katheten  gleich  ely  und  cos  y  dx  sind, 

cos  y  dx        _    ,        -  tdy 


ely      '  cos  y 

Das  ist  die  Bemoullische  Formel  für  dx,  weil  er  cos  y  =  x 
setzt,  wonach  dann 

dx 

wird. 

39)   Zu  S.  SO.    Hierüber  hat  Bernoulli  eine  besondere  Ar- 
beit geschrieben. 
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40)  Zu  S.  89.     Allgemein  ist 

r(r+l)  l'n'^   ,  r(r+l)(r+2)  l>n^ 


W+2  '        1  •  2  •  3 


Dnrcli  einen  kühnen  Analogieschluß  kommt  JValli.s  dazu,  diese 
Formel  auch  duuu  noch  gelten  zu  lassen,  wenn  r  keine  positive 
ganze  Zahl  mehr  ist.  Natürlich  liegt  in  diesem  Analogieschluß 
kein  Beweis. 

41)  Zu  S.  02.  Die  Bezeichnung  des  letzten  Gliedes  in 
dem  unendlichen  Produkt 

Y  ■  y  4 

mit  (oo  —  1)  :  oo  ist  für  BcnwtiUis  Auffassung  charakteristisch. 
Auch  bei  den  unendlichen  Reihen  sahen  wir,  wie  er  immer 
mit  dem  letzten  Gliede  operiert. 

42)  Zu  S.  93.  Dies  ist  die  Kewtonsche  Binominalformel. 
Sie  läßt  sich  am  bequemsten  mittels  der  Methode  der  unbe- 
stimmten Koeffizienten  beweisen.     Man  setzt 

(1  +  x)l'   =   1  +  Ci  X  +  C-yX^  +  CgOjS  -j 

und  findet  hieraus  durch  Differentiation 

2J{1  +  X]!'-^  =  q   +  2C^2^  +  SCsX"^  +  •  •  "  • 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt 

p{l-{-CiX-\-C.2X'^-\ )  =  {l-\-x){ci  -j-2C2X-\-3c^X^-\ ), 

so  daß 

i  +  „, +  „.+  ...  =  i+z,+^(^|,.+  ... 

Man  überzeugt  sich  nun  nachträglich,  daß  diese  Eeihe  für 
|a:j  <^  1  konvergiert,  und  ihre  Summe  (f  [x]  gleich  fl  +  x)p  ist. 
Um  das  letztere  zu  erkennen,  geht  man  von  der  Relation 

p(p{x)  =  {1  -\- X)  Cf' {x) 

aus.     Aus  ihr  fokt 


d.  h. 


l(l  +  a;)H    ~     ' 
(p{x)  =  c(l  -i-xiP. 


Da   cp{x)  und  {1 -{- x)p   für  x  =  0   beide   gleich   1    sind,   hat 
die  Konstante  c  den  Wert  1. 
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43)  7m  S.  94.  Es  handelt  sieb  hier  um  die  Methode  der 
unbestimmten  Koeffizienten,  über  die  auch  Leibniz  eine  schön«; 
Arbeit  geschrieben  hat  (vgl.  Nr.  162  der  0.?/?raW3chen  Klassiker. 
S.  19  ff.). 

44)  Zti  S.  94.     Zwei  Arbeiten  von  Jakob  BernouUi. 

45)  Zu  S.  95.  Das  betrachtete  Differential  ist  ein  ellip- 
tisches. 

46)  Zu.  S.  102.  Dieser  Beweis  läßt  sich  leicht  auf  eine 
strenge  Form  bringen.     Es  kommt  darauf  an,   zu  zeigen,  daß 

ist.     Setzen  wir  x  ^  0  voraus,    so    sind    in   der    Entwicklung 

n    X        n{n  —  1)  x"^  x" 

"^TTT"^      1-2    «2"+        f"^ 

=  l  +  -x  +  -YT^x^  -\ h  ^ Y^ r—^^-' 


(-i)-(-^) 


alle  Glieder   positiv   und    nicht   größer  als  die  entsprechenden 


X 


,•2 


Glieder  der  Reihe   1  +  -,  ,    i   o  i    i 

Daher  hiit  man  für  n  ^  m  (m  eine  feste  Zahl 


m 


i+n»+-+'— '^-T.h — —""•+'    '",„!    "'""'^' 


<IH-~l<H-j^  +  ^T 


Für  genügend  großes  n  wird  also 

1  +  1T  +  -  ■  +  S!<(i+„j<^  +  TT  +  2!  + 

sein.     Das  bedeutet  aber 


lim(l  +  ^)"=  1  +  ^  +  1^  + 


1!       2! 
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47)  Zu  S.  102.  Die  Berechnung  von  log(l  +./;),  ./;>0, 
wird  hier  auf  die  von  log(l  — y]  zurückgeführt,  Avobci  zwischen 
X  und  u  die  llehition 

(H-rr)(l  -^)  =  1, 
d.  h. 

X 

besteht.     Da  y  <^  x  ist,  so  konvergiert  die  Reihe 


y       ir_  ir 

2         3 


log(l-z/)  =  --y 
besser  als 

log(l  +  x)  =x  —  --  +  - •  •  =  — logfl  — ?/). 

Für  X  =  1  hat  man  z.  B. 

log  2  =  -  log(l  -4)  =  Y+2^2  +  3^3+  •  •  •  ' 

wonach  sich  log  2  sehr  bequem  berechnen  läßt. 

48)  Zu  S.  104.     Man   denke   sich  z.B.,    daß   der  Zinsfuß 
4:^0    aufs  Jahr   beträgt.      1  Mark    wächst    dann,    wenn   immer 

nach   —  Jahr  die  Zinsen  zum  Kapital  geschlagen  werden,  in 

1         '' 
—  Jahr  zu 
n 

0.04  1 

Mark  an,  also  in 

■  =  -^ 
n 

Jahren  zu 


(i  +  2^)"=  (^  +  257,1' 


Läßt  man  n  uubegreuzt  zunehmen,    also  die  Verzinsung  kon- 
tinuierlich Averden,    so   hat   man    nach  x  Jahren  statt  1  Mark 

lim    1+—-      =e-'  =  l  +-r  +  ^^    H 

\  2o//f  2o       2!  \2o/ 

Mark.     Nach  25  Jahren  sind  es  gerade  c  Mark. 
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»  138.  Christian  Hnygens,  Bewegung  der  Körper  durch  d.  Stoß.    Centri- 

fugalkraft.   HeVausgeg.  von  Felix  Hausdorf  f.   Mit  49  Textfiguren. 

0  S.)    ,//  1.40. 
»  141.  J.  F.  Encke,  über  die  Bestimmung  einer  elliptischen  Bahn  aus  drei 

vollständigen  Beobachtungen.  —  P.  A.  Hansen,  Über  d.  Bestimmung 

der  Bahn  eines  Himmelskörpers  aus  drei  Beobachtungen.    Herausg. 

von  J.  B  au  s  c  h  i  n  g  e  r.    (1 62  S.)    Jl  2.50. 

>  143.  C.  Storni,  Abhandl.  über  die  Auflösung  d.  numerischen  Gleichungen. 

(1835.)    Aus  dem  Französischen  übersetzt  u.  herausgeg.  v.  Alfred 

Loewy.    (6r)  S.)   Jl  1.20. 
»  144.  Johannes  Kepler,    Dioptrik.     (Augsburg     1611.)    Übersetzt   und 

herausgeg.  v.  F  e r  d  i  n  a  n  d  P 1  e h n.  Mit 43 Textflguren.  ( 1 14 S.) .// 2. — . 
»146.  Joseph  Lonis  Lagrange,  Über  die  Lös.  d.  uiibestimmten  Probleme 

zweiten  Grades.     (1768.)    Aus    dem  Französischen   übersetzt   und 

herausgeg.  von  E  u  g  e  n  N  e  1 1 0.    (131  S.)     .// 2.20. 
.  151.  L.  Poinsot  (1809),  A.  L.  Cauchy  (1811),  J.  Bertrand  (1858), 

A.  Cayley  (1859).  Abhandlungen  über  die  regelmäßigen  Sternkörper. 

Übersetzt  und  herausgegeben  von  Robe  rtHaußner,  Mit  58  Figuren 

im  Texte  und  in  den  Anmerkungen.    (128  S.)    Jl  2.80. 

>  153.   Bernard  Bolzano,  Rein  analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes,    daß 

zwischen  je  zwey  Werthen ,  die  ein  entgegengesetztes  Resultat 
gewähren,  wenigstens  eine  reelle  "Wurzel  der  Gleichung  liege.  — 
Hermann  Hankel,  Untersufhungen  über  die  unendlich  oft  oszil- 
lierenden und  unstetigen  Funktionen.   Herausgegeben  von  Philip 

E.  B.  Jourdain.     (115  S.)     .^Z  1.80. 

>  155.   Q,nintino  Sella,  Abhandlungen  zur  Kristallographie.  Herausgeg.  von 

F.  Zambonini  in  Neapel.   Mit  8  Fig.  im  Text.  (44  S.)  Jl  —.80. 
»  156.  C.  G.  J.  Jacobi,  Neue  Methode  zur  Integration  partieller  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zwischen  irgend  einer  Anzahl  von  Ver- 
änderlichen. Herausgegeben  von  G.  Ko  w  ale  wski.  (227  S.)u?4. — . 

>  162.   Leibniz  Analysis  des  Unendlichen.  Aus  d.  Latein,  übers,  u.  herausgeg. 

von  Gerhard  Kowalewski.    Mit  9  Textflguren.    (84  S.)  ^/ 1.60. 

>  164.  Ne"Wtons  Abhandlung  über  die  Quadratur  der  Kurven  (1704).   Aus 

d.  Lateinischen  übersetzt  und  herausgegeben  von  G.  Kowalewski. 
Mit  8  Textfitruren.     (66  S.)     Jl  1.50. 

»  165.  Johannes  Kepler,  Neue  Stereometrie  der  Fässer,  besonders  der 
in  der  Form  am  meisten  geeigneten  österreichischen,  und  Gebrauch 
der  kubischen  Visierrute.  Mit  einer  Ergänzung  zur  Stereometrie 
des  Archimedes.  (1615.)  Aus  d.  Latein,  übers,  n.  herausgeg.  von 
R.  Klug.     Mit  29  Textflguren.    (130  S.~)    Jd  2.60. 

»167.  Lagrange,  Rodrigues.  Jacobi  und  Gauss.  Abhandlungen  über  die 
Prinzipien  der  Mechanik.  Herausgeg.  von  Philip  E.  B.  Jourdain. 
Mit  3  Abbildungen  im  Text.    (68  S.)    Jl  1.40. 

>  169.   Thomas  Bayes,  Versuch   zur  Lösung   eines  Problems    der  "Wahr- 

scheinlichkeitsrechnung.   Herausgeg.  von  H.  E.  Timerding.    Mit 
3  Textfiguren.     (59  S.)  .// 1.20. 
»  171.  Jakob  Bernonlli,  Über  unendliche  Reihen  (1689 — 1704).   Heraus- 
geg. von  G.  Kowalewski.  Mit  12  Figuren  im  Text.  (141  S.).//2.50. 


